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Chapitre 1
Introdution
Depuis que l'homme envoie des satellites dans l'espae, plusieurs anoma-
lies liees a la presene de harges eletrostatiques ont ete renontrees. Ces
anomalies de fontionnement onsistent generalement en ommutations in-
tempestives, hangements de mode imprevus ou, plus rarement, des pannes
par destrution de omposants semi-onduteurs. Ces anomalies sont au mi-
nimum sans reelle onsequene sur le fontionnement du satellite, mais il
est arrive qu'elles entra^nent la perte de la mission ; le satellite etant rendu
inutilisable. On pourra iter, pour exemple, les satellites TDF-1 et TDF-2,
TELECOM-1B, la sonde Viking Lander 1 ou le satellite Intelsat 511, et pour
plus de details l'enque^te menee par la NASA ([21℄) et ([36℄).
Les satellites en orbite baignent dans un melange de partiules hargees
ave eventuellement des neutres qui onstituent l'environnement spatial. Les
satellites subissent alors des perturbations induites par et environnement.
On distingue generalement trois types d'interations ave les partiules har-
gees : Les phenomenes de harge de surfae, la harge interne et les evenements
singuliers dus prinipalement aux protons de tres fortes energies ou aux ions
lourds. En e qui onerne la harge de surfae, les satellites etant reou-
verts de materiaux dieletriques pour des raisons d'isolation thermique, les
eletrons et les ions issus du plasma spatial interagissent ave les surfaes
externes du satellite et modient leurs harges eletrostatiques.
Les dierenes de harges eletrostatiques stokees par les surfaes generent
des dierenes de potentiel entre les surfaes ou entre les surfaes et la
masse eletrique du satellite. Lorsque le hamp eletrique depasse un er-
tain seuil, une deharge eletrostatique appara^t. Cette impulsion de ou-
rant eletrique peut perturber les equipements eletroniques par ouplage
eletromagnetique.
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Les phenomenes de harges et de deharges eletrostatiques (ESD) sont
etudies depuis longtemps (annees 1970). Des regles de design et des methodes
de oneption ont ete mises en plae pour se premunir des risques ESD.
Cependant, de par leur fontionnement, des equipements embarques tels
que les propulseurs plasmiques, generent un environnement hargeant. Les
propulseurs plasmiques ejetent un plasma artiiel qui peut modier l'en-
vironnement naturel du satellite. Il est don neessaire d'etudier l'impat de
es propulseurs sur les risques de harges eletrostatiques.
C'est dans e adre que s'insrit ette these. On travaillera ave des sa-
tellites en orbite geostationnaire, utilisant un moteur eletrique a eets Hall
( de type SPT 100 ) pour realiser la mise et le maintien a poste par exemple.
Le but est de omprendre les meanismes de harges eletrostatiques en
environnement plasmique. Ce probleme est ruial pour prevenir les risques
d'apparition de deharges. On pourra se referer a la these de Franois Severin
pour es phenomenes [34℄.
L'utilisation des propulseurs a eets Hall est relativement reente, elle
permet de reduire onsiderablement les ou^ts par rapport a des types de pro-
pulsions lassiques en reduisant onsiderablement la masse de 'ombustible'
embarquee.
Le plasma environnant le satellite peut don provenir de deux soures.
D'une part, un vent de partiules hargees ( ions H+ et eletrons ) hau-
tement energetiques, provient du soleil et forme dierentes ouhes autour
de la terre pour onstituer la magnetosphere. D'autre part, les propulseurs
plasmiques ejetent un plasma pour generer la poussee. Plus preisement,
dans un SPT le gaz ombustible (xenon) est ionise dans le anal de deharge
(anode). Un hamp eletrostatique est alors utilise pour aelerer les ions
positifs de xenon an de produire la poussee demandee. Ce jet d'ions est
neutralise par les eletrons emis par la athode. Le jet de plasma ejete est
neutre, dense, froid et diretif. De plus, les ollisions d'ehanges de harges
entre ions rapides et neutres generent un plasma dit seondaire. Celui-i
relativement dense et de faible energie, peut e^tre tres largement inuene
sous l'eet des hamps eletriques entourant le satellite. Nous verrons que e
plasma seondaire est suseptible de retourner vers les surfaes du satellite
pour generer des ourants supplementaires.
11
Pour omprendre et modeliser numeriquement es phenomenes, nous al-
lons ommener par derire les phenomenes physiques derivant les meanis-
mes de harges eletrostatiques en milieu plasmique et introduire une desrip-
tion mathematique. Cei fera l'objet du hapitre II. Dans la premiere se-
tion, nous ommenerons par une desription physique d'un plasma. Nous
detaillerons les interations regnant en son sein (interations olletives et
individuelles). Nous introduirons les grandeurs physiques qualitativement
importantes pour derire et dimensionner le probleme. Par la suite, nous
donnerons es grandeurs arateristiques pour le plasma magnetospherique
et pour le plasma issu d'un propulseur SPT   100. Nous derirons ensuite
les meanismes de harges eletrostatiques des surfaes en milieu plasmique.
Dans la deuxieme setion, nous introduirons un modele mathematique per-
mettant de derire es plasmas, e sera le systeme de Vlasov-Poisson. Nous
ommenerons par presenter les equations onstituant le systeme et donner
des referenes quant a son etude. Puis, pour le as de la magnetosphere et
pour le as du propulseur SPT   100, nous donnerons un adimensionnement
de elle-i, ainsi que les simpliations que haun apporte.
Dans un seond temps, nous introduirons des modeles mathematiques et
les etudierons dans un adre unidimensionnel. Seul le as de la magnetosphere
sera traite pour nous fournir les ordres de grandeur et des as tests de va-
lidation pour le passage en dimension superieure. Cei fera l'objet du ha-
pitre III. Lors de la premiere setion, nous ommenerons par traiter un
modele simplie introduit par G.Akoun (EADS). Nous derirons e modele
et le resoudrons numeriquement. En deuxieme setion, nous introduirons un
modele unidimensionnel, base sur les equations de Vlasov-Poisson. Nous met-
trons en evidene les limitations provoquees par le adre unidimensionnel et
proposerons une modiation permettant de s'en degager. Ce as sera resolu
numeriquement et un resultat mathematique d'existene sera demontre. En
troisieme setion, nous introduirons un modele spherique. Celui-i sera resolu
numeriquement et valide par des resultats de Laframboise. Enn, en derniere
setion, nous introduirons un modele dierent pour la desription du plasma,
nous utiliserons une approhe uide : le systeme d'Euler isotherme-Poisson.
Nous ferons un rappel sur le systeme d'Euler isotherme et introduirons les
methodes numeriques permettant de le resoudre. Puis, nous derirons un
modele de harge unidimensionnel pour lequel nous retrouverons des limita-
tions dues a e adre, et un modele spherique permettant de s'en degager.
Le plasma magnetospherique etant non-ollisionnel, e type de modele sera
abandonne par la suite. Un tableau reapitulatif des resultats obtenus pour
es dierents modeles sera nalement donne pour fournir les ordres de gran-
deurs souhaites.
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Toujours dans le but de fournir des ordres de grandeurs, nous eetuerons
dans le hapitre IV des mesures experimentales permettant de arateriser
le plasma issu d'un propulseur de type SPT   50. Dans les deux premieres
setions, nous introduirons le but de la ampagne de mesures eetuee au la-
boratoire LPMI de l'eole Polytehnique et eetuerons une desription des
moyens experimentaux mis a disposition. En troisieme setion nous presente-
rons omment aeder aux grandeurs arateristiques du plasma gra^e aux
sondes de Langmuir. Nous presenterons le depouillement des donnees, et les
resultats obtenus. En derniere setion, nous onlurons sur les ordres de gran-
deurs obtenus.
Dans le hapitre V, nous allons introduire un modele mathematique et
numerique pour la prise de harge en milieu magnetospherique seul. Celui-i
sera bidimensionnel et axisymetrique. Nous ommenerons, en premiere se-
tion par rappeler le modele et les simpliations apportees aux equations.
Nous introduirons en seonde setion, les approximations numeriques uti-
lisees pour resoudre l'equation de Laplae. Nous utiliserons une approxima-
tion elements nis volumiques ouples ave des elements innis et ave la
prise en ompte des nes ouhes de dieletriques. Puis, nous introduirons
les approximations utilisees pour aluler les ourants reus par les surfaes.
Nous utiliserons une methode de arateristiques en remontant les traje-
toires. En derniere setion, nous donnerons les resultats obtenus pour le as
test de la sphere. Cela nous permettra de valider le alul des ourants, le
alul du potentiel spatial et la prise en ompte des dieletriques. Nous donne-
rons un dernier as test pour une forme de satellite plus realiste : un ylindre.
Dans le hapitre VI, nous ferons de me^me pour l'expansion du jet de
plasma issu d'un propulseur SPT. Un modele bidimensionnel et axisymetrique
sera introduit. Nous ommenerons, en premiere setion par rappeler le modele
et les simpliations apportees aux equations. Nous introduirons en seonde
setion, les approximations numeriques utilisees pour aluler les densites
et les ourants de partiules. Nous utiliserons une approximation partiu-
laire ( 'Partile in Cell' ) ave prise en ompte des ollisions ave ehange
de harge. Puis, nous introduirons les approximations numeriques utilisees
pour resoudre le potentiel eletrostatique. Dans une premiere zone, ou la neu-
tralite peut e^tre imposee, nous utiliserons une formule expliite. Dans une
seonde zone ou l'hypothese de neutralite n'est plus valable, nous utiliserons
des elements nis volumiques ave prise en ompte de la harge d'espae. De
plus, pour traiter les non-linearites imposees dans ette zone, nous utiliserons
un algorithme de Newton. En derniere setion, nous donnerons les resultats
13
obtenus pour un as test du SPT   50 permettant de les omparer ave les
mesures experimentales. Nous mettrons en evidene les bons ordres de gran-
deurs du alul ainsi que le retour d'ions lents sur le satellite.
Finalement, dans le hapitre VII, nous ouplerons es deux modeles pour
obtenir un modele bidimensionnel et axisymetrique permettant de aluler la
harge eletrostatique d'un satellite en milieu magnetospherique et l'inuene
de la propulsion plasmique sur elle-i.
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Chapitre 2
Desription des phenomenes
physiques de harges
2.1 Meanisme de harges en milieu plasmique
2.1.1 Denition sommaire d'un plasma
Le terme plasma a ete introduit en astrophysique, pour designer un etat
dilue de la matiere. Il est forme d'un ensemble de partiules pouvant e^tre
hargees ou non, analogue a un gaz globalement neutre. Compte tenu de sa
nature physique, les proessus suseptibles de se produire en son sein peuvent
e^tre de deux ordres, des interations de types olletives ou individuelles.
2.1.1.1 Interations olletives
Les interations olletives proviennent de la nature propre des partiules.
Du fait que elles-i peuvent e^tre hargees, il appara^t au sein du plasma des
fores d'interation a longue portee. Ainsi, un eart du plasma a sa neutralite
va engendrer des fores eletrostatiques inuenant un grand nombre de par-
tiules du plasma. Aussi, si le mouvement des partiules hargees est maro-
sopiquement dierent, l'apparition de ourant induira un hamp magnetique
inuenant lui aussi un grand nombre de partiules. Bien entendu, la reation
artiielle de telles fores eletromagnetiques inuene de la me^me maniere
le plasma.
2.1.1.2 Interations individuelles
Les interations individuelles, proviennent de la nature mirosopique des
partiules omposant le plasma ; elles-i peuvent se lasser sous le terme
15
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general de 'ollisions'.
Les ollisions binaires elastiques onservent le nombre des partiules, la
quantite de mouvement et l'energie du systeme. La nature de es ollisions
depend essentiellement de la nature de la fore d'interation qui lie les par-
tiules. S'il y a ollision entre deux partiules hargees, se sont les fores
oulombiennes, si l'une des deux partiules n'est pas hargee, nous parlerons
d'interations dues au meanisme dit du dipo^le induit, si les deux partiules
sont neutres nous utiliserons le modele des spheres dures.
Les ollisions inelastiques onduisent quant a elles a la reation ou a la
disparition de partiules au sein du plasma. Parmi elles-i, on itera en
exemple, l'ionisation, la reombinaison ou l'ehange de harges entre ions et
neutres. Les deux premieres interations jouent un ro^le important dans la
reation ou destrution des plasmas, et pour la derniere, aete la mobilite
des ions.
2.1.1.3 Caraterisation de leurs inuenes respetives
Les interations preedemment derites jouent un ro^le plus ou moins im-
portant dans la omprehension des phenomenes a onsiderer. Pour haune
de es interations, on peut introduire un temps arateristique d'intera-
tion, ou de maniere equivalente ( ompte tenu des vitesses arateristiques
des partiules) une longueur d'interation arateristique. Celles-i dependent
des parametres du plasma, telle que la densite ( n

) des partiules ( ii in-
die par  ), ainsi que leur temperature ( T

). ( Nous ferons ulterieurement
l'amalgame ave kT

ou k est la onstante de Boltzmann. )
Pour les ollisions, le temps arateristique ou de relaxation appara^t plus
souvent sous la forme de frequene de ollisions, la longueur arateristique
porte le nom de libre parours moyen ( 

pour une partiule  en ollision
ave une partiule  ).
Pour les interations de type eletrostatiques, nous parlerons de longueur
de Debye et pour elles de type magnetique de rayon de Larmor.
Interations eletrostatiques. La longueur de Debye appara^t omme la
longueur ritique d'interations olletives. Sous l'ation d'un hamp exterieur
ayant pour but d'earter le plasma de sa neutralite naturelle, le plasma fera
2.1. M
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eran a elui-i. L'ation de e hamp ne se ressentira que sur une dis-
tane de l'ordre de la longueur de Debye. De me^me si on observe l'ation
eletrostatique d'un ion sur l'ensemble des eletrons qui l'entourent, le rayon
de la sphere d'inuene est donne par ette me^me longueur. Cette gran-
deur appara^t omme la longueur arateristique d'interations olletives
eletrostatique ; nous verrons que son ordre de grandeur devant la taille du
systeme a etudier joue un ro^le important, tant dans le hoix du modele, que
numeriquement. Son expression est donnee par :

d
=
r

0
kT
e
n
e
e
2
ou
{ 
0
est la permeabilite eletrique du vide,
{ e est la harge eletrique elementaire,
{ kT
e
est la temperature eletronique,
{ n
e
est la densite eletronique.
On introduit de plus le nombre de Debye, permettant de omparer ette
distane ave la longueur arateristique du systeme d'etude ( L ) :
N
D
=

d
L
:
L sera par exemple une grandeur arateristique du satellite.
Interations d'ordre magnetique. La dimension arateristique du plas-
ma permettant de juger de l'inuene d'un hamp magnetique exterieur au
oeur du plasma est donnee par le rayon de Larmor ; ette longueur est denie
omme le rayon de ourbure des trajetoires des partiules sous l'ation d'un
hamp magnetique :

L
= m

v
?
eB
ou
{ B est le hamp magnetique,
{ v
?
est la vitesse perpendiulaire a elui-i,
( ou la vitesse thermique soit
p
kT=m pour un plasma maxwellien )
On pourra introduire aussi le nombre de Larmor :
N
L
=

L
L
:
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Les phenomenes d'indution de hamps magnetiques seront negliges dans
la mesure ou les partiules ont une vitesse relativement faible.
Collisions binaires elastiques entre deux partiules hargees. Les
ollisions ions-eletrons, ions-ions ou eletrons-eletrons sont basees sur les
interations oulombiennes. Pour denir leurs frequeness, on ommene par
faire le alul theorique de leurs setions eÆaes de transfert de quantite de
mouvement (


) :
En partant de la setion eÆae dierentielle de Rutherford,


() =

Z

Z

e
2
8
0
g
2

2
1
sin
4
()
ou
{  est l'angle de deviation,
{ g est la vitesse relative initiale des deux partiules,
{ Z

le nombre de harge de la partiule,
{  la masse reduite des deux partiules :  =
m

m

m

+m

,
{ m

est la masse de la partiule .
On a :



= 2
Z


min
(1  os()) sin()()d
= 4

Z

Z

e
2
4
0
g
2

2
ln()
ou
{ ln() est le logarithme oulombien denit par :  =
4
d

0
g
2
Z

Z

e
2
,
{ 
min
est la deviation minimale pour laquelle on a oupure de Debye,
{ g est la vitesse relative moyenne des 2 partiules.
La frequene arateristique des ollisions est alors donnee par :


= max (n

; n

)g


Pour avoir la longueur arateristique des ollisions relativement au pheno-
mene a observer, on divise la vitesse arateristique ( V ) des partiules a
observer par ette frequene.
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L

= V=

Le vrai libre parours moyen est donne par :


=
g


=
1
max (n

; n

)


On pourra se referer a [10℄ pour le detail des aluls.
Pour ahever les aluls, on doit emettre une hypothese sur les fontions
de distribution des partiules pour aluler g
2
. On supposera ii qu'elles sont
maxwelliennes. On a alors :
g
2
= 2

kT

m

+
kT

m


:
{ Pour les ollisions eletrons-eletrons, on a alors :
 = m
e
=2;
g
2
= 4
kT
e
m
e
:
{ Pour les ollisions ions-ions :
 = m
i
=2;
g
2
= 4
kT
i
m
i
:
{ Pour les ollisions eletrons-ions :
 = m
e
;
g
2
= 2
kT
e
m
e
:
ar m
i
>> m
e
.
Collisions binaires elastiques ave au moins une partiule neutre.
Les ollisions elastiques entre deux partiules neutres ou entre un ion et un
neutre sont derites ii par le modele des spheres dures :
Les aluls des setions eÆaes sont beauoup plus simples dans e as :

sd

= D
2
:
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ou D est le diametre moleulaire (identique) des deux partiules. Par
exemple pour le Xenon, on a : D = 3:42 10
 10
.
Et nous avons les me^mes denitions que preedemment pour les denitions
des frequenes et des longueurs arateristiques de ollisions.
Collisions binaires elastiques entre un eletron et un neutre Ce
type de ollisions est base sur le prinipe du dipo^le induit : au passage d'un
eletron, un neutre se polarise et ree autour de lui un moment dipolaire. En
introduisant la polarisabilite du neutre Xenon (  = 4:044  10
 24
m
3
) le
potentiel d'interation est donne par :
 
 e
2
4
0
r
4
:
La setion eÆae integree pour des eletrons de temperature 2eV est
donnee dans [10℄ : 
dip
ne
= 1 10
 20
m
 3
.
Collisions binaires inelastiques entre un ion et un neutre Pour les
ollisions inelastiques d'ehange de harges, nous utilisons un modele sim-
plie, et nous negligeons l'ehange d'energie neessaire a l'arrahage d'un
eletron, et nous onsiderons que lorsque les deux partiules ollisionnent,
elle ehangent leurs ro^le. Mirosopiquement ela orrespond a ehanger leurs
veteurs vitesses. Ce type de ollision aete grandement la mobilite des ions,
et peut e^tre onsidere omme un terme reant des ions lents. La setion ef-
ae dierentielle de ollisions nous est donnee dans [25℄ pour les ollisions
dans un plasma de Xenon.
{ Pour les ollisions entre un atome (Xe) et un ion (Xe
+
), Rapp & Fran-
is [30℄ donnent :

CEX
ei
= (k1 ln(g) + k2)
2
 10
 20
m
2
ou
k1 =  0:8821;
k2 = 15:1262:
{ Pour les ollisions entre un atome (Xe) et un ion (Xe
++
), des mesures
experimentales ([25℄) donnent :

CEX
ei
= (k1 ln(g) + k2)
2
 10
 20
m
2
2.1. M

ECANISME DE CHARGES EN MILIEU PLASMIQUE 21
ou
k1 =  2:7038;
k2 = 0:34069:
Les autres ollisions seront negligees.
2.1.2 Environnement plasmique
2.1.2.1 Plasma d'orbite geostationnaire
Selon son altitude, l'ativite geomagnetique ou sa position orbitale, un
satellite peut baigner dans des plasmas de arateristiques tres dierentes.
Sur l'orbite geostationnaire, dans le seteur nuit ou en periode de sous orage,
le plasma est peu dense (moins d'une partiule par entimetre-ube) et tres
haud (quelques dizaines de milliers d'eletron-volts). Sur des orbites basses
ou en periode alme le plasma est dense (quelques milliers de partiules par
entimetre-ube) et froid (moins d'un eletron-volt). Un grand nombre de
situations intermediaires peuvent e^tre neanmoins renontrees.
Dans le adre de ette these nous nous limiterons au adre geostationnaire.
On onsidere que 'est un plasma globalement neutre de densite n
0
a l'equili-
bre thermodynamique et ompose essentiellement d'ions H
+
et d'eletrons,
de temperatures voisines kT . Les arateristiques typiques du plasma sont
les suivantes :
n(m
 3
) 1 10
6
kT (eV ) 1:2 10
4

d
(m) 8:14 10
2

ee
(m) 4:21 10
17

ei
(m) 5:95 10
17
ii(m) 4:21 10
17

Le
(m) 3:36 10
2

Li
(m) 1:44 10
4
Les nombres de Knudsen, de Debye et de Larmor peuvent e^tre alules en
prenant omme longueur arateristique elle typique d'un satellite, soit 10m.
Compte tenu du tableau preedent, on onstate que les nombres de Knud-
sen sont suÆsamment grands, les interations entre partiules seront negligees.
On ne tiendra don pas ompte des ollisions. De me^me, le nombre de Larmor
est suÆsamment grand au voisinage du satellite pour que les eets de hamp
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magnetique soient negligeables. Nous verrons ulterieurement e qu'implique
la grande longueur de Debye.
De plus, nous onsidererons que suÆsamment loin du satellite, le plasma
n'est pas perturbe ; la fontion de repartition des partiules peut e^tre ap-
prohee par une maxwellienne :
g

(v) = n
0

m

2kT

3
2
exp

 
1
2
m

v
2
kT


pour k x k L (2.1)
ou  designe l'espee des partiules onsiderees, x, v, m

et T

sont les
positions, vitesses, masses et temperatures des partiules . n
0
est la densite
de haque espee et k la onstante de Boltzmann.
2.1.2.2 Plasma issu du propulseur SPT-100.
L'utilisation de la propulsion eletrique est en forte progression en utilisa-
tion ommeriale des satellites. Prinipalement, ela est du^ a son importante
impulsion speique. Celle-i permet de reduire la masse de arburant em-
barquee, et ainsi, en la preservant pour une autre utilisation, d'ameliorer les
performanes globales du satellite.
Generalement les plasmas issus de propulseurs eletriques sont beauoup
plus denses que le plasma geostationnaire (quelques millions de partiules
par entimetre arre) mais beauoup plus froids (quelques eletrons-volts).
Dans ette these, nous nous limiterons au as du SPT-100. Celui-i fon-
tionne au gaz de Xenon, qui, par un proessus omplexe d'ionisation puis
d'aeleration dans des hamps eletriques et magnetiques roises, expulse a
grande vitesse (  20000m=s ) un plasma. Ce plasma est ompose d'ions Xe
+
et Xe
++
, de neutres (beauoup plus lents) et d'eletrons. Les arateristiques
typiques du plasma sont les suivantes ( les donnees proviennent de [23℄ ex-
epte pour les neutres, de [25℄ ) :
2.1. M

ECANISME DE CHARGES EN MILIEU PLASMIQUE 23
0:31m 2m 4m
n
e
(m
 3
) 1:5 10
16
5:1 10
14
2 10
14
n
i
(X
+
e
) 1:5 10
16
5:1 10
14
2 10
14
n
i
(Xe
++
) 1:5 10
15
4:1 10
13
2 10
13
n
n
2:9 10
15
6:9 10
13
1:7 10
13
kT
e
(eV ) 2 2 2
kT
i
2 2 2
kT
n
8:6 10
 2
8:6 10
 2
8:6 10
 2

d
(m) 8:6 10
 5
4:7 10
 4
7:4 10
 4

Le
4:8 10
 2
4:8 10
 1
4:8

Li
2:8 10
2
2:8 10
3
2:8 10
4
L

ee
5:9 10
 2
1:5 3:7
L

ei
8:3 10
 2
2:1 5:3
L

ii
2:9 10
1
7:4 10
2
1:8 10
3
L
sd
nn
8:2 10
3
3:4 10
5
1:4 10
6
L
sd
ni
1:6 10
3
4:6 10
4
1:2 10
5
L
dip
ne
1:7 10
2
4:9 10
3
1:3 10
4
L
CEX
in
1:6 10
2
4:9 10
3
1:2 10
4
Nous avons fait l'hypothese que les eletrons etaient isothermes, e qui
orrespond aux mesures eetuees dans le propulseur par Manzella [23℄.
Quant aux ions, nous avons suppose qu'ils etaient a la me^me temperature.
Nous avons aussi pris omme temperature des neutres 1000K en sortie de
propulseur.
Compte tenu du fait que nous nous foalisons sur les ions issus du plasma,
nous prenons leur vitesse d'ejetion ( V = 2:2  10
4
m/s ) omme vitesse
arateristique pour aluler les longueurs arateristiques de ollisions ( L
). De plus, les neutres n'etant pas aeleres par le hamp eletrique du pro-
pulseur, on a une vitesse orrespondant a une detente, soit  500m=s:
On onstate que la longueur arateristique pour les ollisions eletroni-
ques est la plus faible. Toujours en alulant le nombre de Knudsen ave
une dimension arateristique de 10m, une approximation uide pourra se
justier en sortie de propulseur.
Pour les ollisions aetant les neutres, nous pouvons onstater qu'elles
pourront toutes e^tre negligees exepte les ollisions ave ehange de harges.
Neanmoins le ro^le des neutres etant nul dans les meanismes de harges, nous
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pourrons les negliger.
Pour les ollisions aetant les ions, on negligera les ollisions oulom-
biennes n'aetant pas beauoup leur mobilite. Les ollisions preponderantes
seront les ollisions ave ehanges de harges, qui auront pour eet de reer
une population d'ions lents.
2.1.3 Interations aux surfaes
Nous onsidererons le satellite omme une 'boite' metallique (assimile a
un onduteur parfait) reouverte de dieletrique. A ause du plasma de son
environnement exterieur, le satellite reoit un ot de partiules hargees sous
la forme d'un ourant. Des partiules s'implantent en surfae, d'autres sont
reemises et d'autres sont dirigees vers le onduteur parfait par ondutivite.
Le bilan de harges reues n'etant nul uniquement qu'a l'equilibre, la harge
eletrostatique du satellite s'en trouve aetee.
2.1.3.1 Charge eletrostatique et ondutivite
Les equations de Maxwell nous permettent de omprendre les meanismes
de prises de harge et de ondutivite. Nous les rappelons ii :
 
D
t
+ rotH = J;
divD = ;
B
t
+ rotE = 0;
divB = 0;
D = E;B = H:
Ces equations sont a onsiderer au sens des distributions de IR
3
.
E et H designent les hamps eletriques et magnetiques, D et B les
deplaements eletriques et magnetiques. J et  sont les densites volumiques
de ourants et de harges eletriques.  et  sont respetivement la permitti-
vite et la permeabilite eletrique et sont onstantes pour haque dieletrique.
D'apres la setion preedente, nous pourrons negliger les phenomenes d'in-
dution, nous avons
B
t
= 0.
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On a don, rotE = 0 et E derive d'un potentiel ( eletrostatique )  ;
E =  r. Et les equations de Maxwell sont equivalentes a :
 
D
t
+ rotH
0
= J;
divD = ;
E =  r;
B(t = 0) = B
0
; divB
0
= 0;
B
t
= 0;
D = E;B = H:
ou H
0
est le hamp magnetique onstant orrespondant au deplaement
B
0
onstant veriant divB
0
= 0. Finalement, en prenant la divergene de la
premiere equation, on obtient le systeme equivalent :
 

t
divD = divJ;
divD = ;
E =  r;
B(t = 0) = B
0
; divB
0
= 0;
B
t
= 0;
D = E;B = H:
En onservant en memoire que le hamp magnetique onstant n'intervient
plus et que le hamp eletrique derive d'un potentiel, nous ne onserverons
par la suite que les 2 premieres equations erites sous la forme :
 

t
divD = divJ;
  divr = :
(2.2)
Notre satellite est ompose d'un onduteur parfait que nous representerons
par l'ouvert 

0
reouvert d'un nombre N
d
nis de dieletriques, representes
par les ouverts (

k
)
k=1::N
d
. On notera 
 =
Æ
S
k=0::n


k
l'ouvert representant
le satellite et 


l'exterieur de elui-i. Pour haque dieletrique on notera 
k
et 
k
la permittivite et la ondutivite eletrique. On introduit de plus :
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{   =
S
k=0::N
d


k
les interfaes entre haque sous domaines,
{  
 v
=  n
T
k=1::N
d


k
l'interfae entre le onduteur et le vide,
{  
 d
= 

0
n 
 v
l'interfae entre le onduteur et les dieletriques,
{  
d v
= 
n 
 v
l'interfae entre les dieletriques et le vide,
{  
d d
=  n (

0
S

) les interfaes entre 2 dieletriques voisins.
On introduit J
ext
le ourant total issu du plasma exterieur. Pour le hoix
de l'orientation des normales ( n ), nous prendrons toujours les normales
pointant vers l'interieur du satellite et du onduteur parfait.
De plus, on onsidere que les dieletriques sont suÆsamment ns pour
que les harges ne s'aumulent pas en volume. Un ourant de fuite existe
neanmoins par ondutivite vers le onduteur parfait. On l'erit sous la
forme : J
k
= 
k
E
k
. De plus nous negligerons la ondutivite surfaique entre
deux dieletriques. La propriete fondamentale des onduteurs parfaits nous
donne que le hamp E est nul dans le onduteur. De plus il existe a la sur-
fae de elui-i un ourant surfaique tangentiel J
 
.
On suppose que les harges implantees sur les interfaes ont une regularite
H
 1=2
, que la harge a une regularite L
2
dans 


. De plus, nous supposons
que D est suÆsament regulier dans 


et dans haque 

k
. Celui-i peut e-
pendant avoir des disontinuites entre es domaines.
En reerivant divD au sens des distributions, on a :
8	 2 D(IR
3
);
Z
IR
3
divD	dx
=  
Z
IR
3
D:r	dx
=  
Z



D:r	dx 
X
k
Z


k
D:r	dx
=
Z



divD:	dx+
X
k
Z


k
divD:	dx 
Z
 
[D:n℄ 	d:
ou [℄ est le saut de la grandeur  a travers la surfae onsideree.
et, du fait que les dieletriques sont ns, nous onsiderons qui n'y a pas
de harge dans eux-i.
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divD = 0 dans haque 

k
;
divD =


k

n

Æ
 
sur  :
ou Æ
 
est la mesure de surfae portee par  .
Nous proedons de me^me pour J = J
ext
+J
 
Æ
 
. Ave J
ext
representant la
densite de ourant a l'exterieur du satellite, qui est regulier dans 


et dans
haque 

k
( nul dans 

0
). Celui-i peut ependant avoir des disontinuites
entre es domaines. J
 
est une densite de ourants surfaiques qui est tangent
a  . J
 
est nul en dehors de Æ
.
8	 2 D(IR
3
);
Z
IR
3
divJ	dx =  
Z
IR
3
Jr	d
=  
Z
IR
3
J
ext
:r	dx 
Z
Æ

0
J
 
:r	d
=  
Z



J
ext
:r	dx 
X
k
Z


k
J:r	dx 
Z
Æ

0
J
 
:r	d
=
Z



divJ
ext
:	dx+
X
k
Z


k
divJ:	dx +
Z
 
[J
ext
:n℄ d +
Z
Æ

0
div
 
J
 
:	d:
div
 
J
 
est la divergene surfaique de la densite de ourant J
 
.
On a alors en utilisant la relation J
k
= 
k
r: dans 

k
et J = 0 dans 

0
.
divJ = [J
k
:n℄ Æ
 
d d
=


k

n

Æ
 
d d
:
divJ = ( divJ
 
  J
ext
:n) Æ
 
 v
:
divJ =
 
J
k
:n  J
ext
:nÆ
 
d v

=


k

n
  J
ext
:n

Æ
 
d v
:
divJ = ( divJ
 
  J
k
:n) Æ
 
 d
=

divJ
 
  
k

n

Æ
 
 d
:
De plus, par denition, sahant que la surfae du onduteur ( 

0
) est
fermee, le ourant J
 
verie :
Z


0
divJ
 
= 0:
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L'equation  

t
divD = divJ , devient :

t


k

n
  
k
0

n

+ 
k

n
  
k
0

n
= 0 sur  
d d
; (2.3)

t


k

n
  
0

n

+ 
k

n
  J
ext
:n = 0 sur  
d v
; (2.4)

t

 
0

n

+ divJ
 
  J
ext
:n = 0 sur  
 v
; (2.5)
divJ
 
d +

t

 
k

n

  
k

n
d = 0; (2.6)
(2.7)
Ces equations font etat de la prise de harge par le satellite.
En integrant les equations (2.5) et (2.6), pour eliminer
R


0
divJ
 
en
remarquant que
R
 
0
div
 
J
 
= 0 on a :
Z
 
 v

t

 
0

n

  J
ext
:nd +
Z
 
 d

t

 
k

n

  
k

n
d = 0:
Nous rapellons l'equation de Poisson :
 
0
 =  dans 


; (2.8)
 = 

= Cst sur 

0
: (2.9)
L'equation (2.8) est l'equation de Poisson Elle traduit les interations
olletives eletrostatiques.
La derniere equation (2.9) traduit le fait que la surfae du onduteur est
equipotentielle.
Pour la larte de l'expose nous supposons maintenant que le satellite n'est
reouvert que par une seule ouhe de dieletrique. Les equations a resoudre
pour le potentiel sont :
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 
0
 =  dans 


;

t


k

n
  
0

n

+ 
k

n
  J
ext
:n = 0 sur  
d v
;
Z
 
 v

t

 
0

n

  J
ext
:nd +
Z
 
 d

t

 
k

n

  
k

n
d = 0;
 = 

sur 

0
;
! 0 a l'inni :
En introduisant un operateur de apaite C :
!





k

n
  
0

n
sur  
d v
R
 
 v

t
 
 
0

n

d;
un operateur de ondutivite K :
!





k

n
sur  
d v
R
 
 v

t
 
 
k

n

d;
et J representant le ourant total exterieur reu :
J =




J
ext
:n sur  
d v
R
 
 v
J
ext
:nd:
Le systeme s'erit :
 
0
 =  dans 


;

t
C +K = J sur  ;
 = 

sur 

0
;
! 0 a l'inni :
Nous verrons ulterieurement omment se resout la partie  
0
 =  a
l'exterieur du satellite.
2.1.3.2 Reemissions aux parois
2.1.3.3 Emission seondaire eletronique
Sous l'impat d'eletrons inidents, des eletrons dits seondaires sont
reemis par la surfae (dieletrique ou ondutrie). On distingue generalement
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electrons
electrons
retrodiffuses
electrons
reemis
ions H+
incidents
electrons
reemis
photons
photoelectrons
incidents
conducteur ou
dielectrique
γ
deux sortes de reemissions. Dans la premiere, les eletrons sont diuses de
maniere elastique ( \baksattering" ) et possedent une energie prohe de
elle des eletrons inidents ; e sont des eletrons retrodiuses. Dans la
deuxieme, des eletrons seondaires sont vraiment reemis par la surfae. Ces
derniers sont d'energie faible (quelques eV ) et orrespondent aux eletrons
arrahes a la surfae.
Les taux d'emissions seondaires, note ii Æ
bak
pour les eletrons retrodiuses
et Æ
se
pour eux vraiment reemis, sont denis par les rapports des ourants
reemis sur le ourant inident en onsiderant leur vitesse et leur angle d'in-
idene onstant. Ces taux dependent aussi de parametres lies a la surfae
(type de materiau, etat de surfae, et. ...)
En onsiderant un ourant d'eletrons monoinetiques j
in
de vitesse v
in
frappant une surfae de normale , et en notant j
bak
et j
se
les ourants
reemis, on a :
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Æ
se
(v
in
) =
j
se
j
in
;
Æ
bak
(v
in
) =
j
bak
j
in
:
(2.10)
Preisement, on a :
Æ
se
(v
in
) = e
2
Æ
m
E

E
m
exp( 2
r
E

E
m
)exp(
se
(E

)(1  os())) (2.11)
ou
E

=
m
e
v
2
in
2
;
 = hv
in
; i;

se
(E

) = exp((E

) 
p
((E

))
2
+ 0:0228);
et (E

) = 0:2755(ln(
E

E
m
)  1:658):
ou h; i est le produit salaire.
E
m
designe le niveau d'energie inetique pour lequel le taux Æ
se
est maxi-
mal ( note alors Æ
m
).
De faon analogue, on a pour le taux Æ
bak
:
Æ
bak
(v
in
) = (A  Bexp( C:E)) exp(
bak
(Z)(1  os())) (2.12)
ou
E =
m
e
v
2
in
2
;
 = hv
in
; i;

bak
(Z) = e
2
Z
 0:56875
:
et Z est le numero atomique du materiau omposant la surfae. A,B et
C sont des onstantes dependant du materiau.
On se referera a [19℄ pour plus de details sur es oeÆients. Neanmoins
es oeÆients ne sont pas les plus preis, omme le remarque C.Berthou
dans [2℄, et on preferera utiliser dans le futur eux donnes dans [9℄.
Dans le adre non monoinetique, pour reuperer le ourant total reemis,
il suÆt d'integrer suivant la distribution d'eletrons inidents, f
in
(v
in
) :
J
se;bak
=
Z
v
in
j
se;bak
(v
in
)f
in
(v
in
)dv
in
: (2.13)
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On peut onsiderer que les reemissions sont de type speulaire pour les
eletrons retrodiuses. On onsiderera don que l'angle d'inidene est le
me^me que l'angle de reexion. Pour les vraies emissions seondaires, on
onsiderera que elles-i suivent une maxwellienne.
2.1.3.4 Emission seondaire ionique
La loi d'emission d'eletrons seondaires due a l'impat d'ions est simi-
laire a elles donnees preedemment en negligeant ependant la dependane
angulaire.
Æ
prose
(v
in
) =
2Æ
im
q
E
Eim
1 +
E
Eim
: (2.14)
Æ
im
et E
im
sont des onstantes denie de faon analogue a l'emission seon-
daire eletronique en 2.1.3.3.
On trouvera l'expression des oeÆients dans [22℄
2.1.3.5 Photoemission
Exposees au rayonnement solaire, les surfaes emettent aussi des eletrons
( appeles photoeletrons ) de faible energie ( ' 2 eV ). Cette reemission est
responsable d'un ourant seondaire qu'il faudra onsiderer ar il joue un ro^le
important dans le meanisme de harge.
2.2 Modelisation mathematique
2.2.1 Le systeme de Vlasov-Poisson
2.2.1.1 Cadre general
On onsidere dans ette setion le as ou la dynamique des partiules
(ions et eletrons) obeit a une equation de Vlasov et ou le potentiel eletrostatique
est donne par l'equation de Poisson.
Plus preisement, nous nous plaons dans l'ouvert O = IR
3
n


 ou


 est le
ferme representant le satellite.
Et on notera 
 la surfae delimitant 
. On introduit de plus 


la nor-
male exterieure a 
.
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Le plasma est suppose non ollisionnel et non magnetise, les ions et les
eletrons sont simplement transportes par le hamp eletrique E, derivant
du potentiel  ( E(t; x) =  r(t; x)). Les fontions de distribution des ions
et des eletrons f

sont solutions de l'equation de Vlasov :
8x 2 O; 8v 2 IR
3
; 8t  0;
f

t
(t; x; v) + v:r
x
f

(t; x; v)  

er
x
(t; x)
m

:r
v
f

(t; x; v) = 0;
(2.15)
ou 
e
=  1 et 
i
= +1.
Les onditions limites seront presisees ulterieurement.
Le potentiel eletrostatique  verie l'equation de Poisson :
 (t; x) =
e

0
(n
i
(t; x)  n
e
(t; x));
lim
kxk!+1
(t; x) = 0:
(2.16)
ou
n

(t; x) =
Z
v2IR
3
f

(t; x; v)dv;
et ou 
0
est la permittivite du vide.
Le potentiel eletrostatique introduit un ouplage entre les equations de
Vlasov et de Poisson.
2.2.1.2 Resultats d'existene et d'uniite
La litterature ontient de nombreux resultats sur les equations de Vlasov-
Poisson. Dans [16℄, P.Greengard et P.A. Raviart ont demontre des resultats
d'existene et d'uniite, en une dimension d'espae, ave une seule espee,
dans le as stationnaire. En dimension quelonque, toujours dans le as sta-
tionnaire, F.Poupaud dans [28℄ a demontre l'existene de solution.
Pour le as de la dimension 3 et dans le as instationnaire R. DiPerna
et P-L Lions ont demontre dans [12℄ l'existene de solutions faibles globales.
K. Pfaelmoser, a egalement montre dans [26℄ l'existene de solutions glo-
bales regulieres au systeme de Vlasov-Poisson instationnaire en dimension 3
d'espae.
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2.2.2 Plasma d'orbite geostationnaire
Nous rappelons les equations de Vlasov :
8x 2 O; 8v 2 IR
3
; 8t  0;
f

t
(t; x; v) + v:r
x
f

(t; x; v)  

er
x
(t; x)
m

:r
v
f

(t; x; v) = 0;
ou 
e
=  1 et 
i
= +1.
Pour laquelle, dans le adre geostationnaire, on veut imposer
lim
kxk!+1
f

(t; x; v) = g

(v);
ou g

est la maxwellienne donnee par (2.1)
La ondition limite sur la surfae du satellite est donnee par :
8x 2 
; 8v 2 IR
3
; v:


> 0;
f
e
(t; x; v) =Æ
bak
(v   2(v:


)


)f
e
(t; x; v   2(v:


)


)
+ f
se
(t; x; v) + f
phot
(t; x; v);
ou
f
se
(t; x; v) =
1
2

m
e
kT
se

2
exp

 
1
2
m
e
v
2
kT
se

j
se
(t; x);
ave
j
se
(t; x) =
Z
v;v:


>0
Æ
se
(v)f
e
(t; x; v)v:


dv;
et
f
phot
(t; x; v) = j
phot
(t; x)
1
2

m
e
kT
phot

2
exp

 
1
2
m
e
v
2
kT
phot

:
Le potentiel eletrostatique  verie l'equation de Poisson :
 (t; x) =
e

0
(n
i
(t; x)  n
e
(t; x));
lim
kxk!+1
(t; x) = 0:
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Les onditions limites pour le potentiel sur la surfae du satellite seront
preisees ulterieurement. Pour simplier l'expose nous nous plaons dans le
as d'un satellite ompose exlusivement de onduteur, on a :
Z


r(t; x):


d(x) =  
Z



s
(t; x)

0
d(x)
 = 

= Cst sur 

ou d(x) est la mesure de surfae sur 
.
L'evolution de la harge surfaique est donnee par l'equation de onser-
vation de la harge 
s
aumulee en surfae, on a :
Z



s
(t; x)
t
d(x) =
Z


J
i
(t; x) + J
e
(t; x)d(x)
ou J
e
et J
i
sont les ourants inidents a la surfae du satellite, denis
par :
J

(t; x) =
Z
v2IR
3
;v:


0


evf

(t; x; v)d
3
v
2.2.2.1 Adimensionnement du probleme
On onsidere un satellite ompose exlusivement de onduteur parfait.
La harge du satellite est ontro^lee prinipalement par les partiules les plus
rapides, soit par les eletrons. Les potentiels de surfae seront de l'ordre de
grandeur du potentiel thermique des eletrons, soit :

th
e
=
m
e
:(V
th
e
)
2
e
:
ou V
th
e
est la vitesse thermique des eletrons, soit
q
kT
m
e
.
Ces potentiel et vitesse seront hoisis omme grandeurs d'adimensionne-
ment.
On introduit D la grandeur arateristique du satellite, T le temps a-
rateristique orrespondant,  la harge surfaique arateristique (  =
en
0
V
th
e
T ) et J le ourant arateristique ( J = en
0
V
th
e
).
On hoisit n
0
, f
0
=
n
0
(V
th
e
)
3
, D, T ,  et J pour adimensionner les densites,
fontions de distribution, positions, temps, harges surfaiques et ourants
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respetivement.
Le hoix du temps arateristique en fontion des autres grandeurs nous
est donne par l'equation donnant la ondition limite sur le potentiel :
r(t; x):


=  

s
(t; x)

0
:
Donne
kTe
eD
=
en
0
p
kTe
p
m
e

0
T
Soit T =

2
d
DV
e
alors  =

0

th
e
D
On introduit ainsi les variables et inonnues adimensionnees :
~
t =
t
T
; ~x =
x
D
; ~v =
v
V
th
e
;
~
f

(
~
t; ~x; ~v) =
f

(t; x; v)
f
0
; ~g

(~v) =
g

(v)
f
0
;
~n

(
~
t; ~x) =
n

(t; x)
n
0
;
~
(
~
t; ~x) =
(t; x)

th
e
; et ~
s
(
~
t; ~x) =

s
(t; x)

:
(2.17)
Ainsi que les onstantes sans dimension :
 =
m
e
m
i
, et  =

d
D
:
Ou 
d
est la longueur de Debye eletronique denie par :

d
=
r

0
KT
e
n
0
e
2
:
On a :
~g
e
(~v) =

1
2

3
2
exp

 
~v
2
2

;
~g
i
(~v) =

1
2

3
2
exp

 
~v
2
2

:
Et les domaines deviennent :
~
O =

~x 2 IR
3
; ~xD 2 O
	
;
~

 =

~x 2 IR
3
; ~xD 2 

	
:
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Le systeme de Vlasov-Poisson adimensionne s'erit :
1

2

~
f
i
(
~
t; ~x; ~v)

~
t
+ ~v:r
~x
~
f
i
(
~
t; ~x; ~v)  r
~x
~
(
~
t; ~x):r
~v
f
i
(
~
t; ~x; ~v) = 0 ; 8~x 2
~
O; 8~v 2 IR
3
; 8
~
t  0
lim
k~xk!+1
~
f
i
(
~
t; ~x; ~v) = ~g
i
(~v) ; 8~v 2 IR
3
; 8
~
t  0
~
f
i
(
~
t; ~x; ~v) = 0; 8~x 2 
~

; 8~v 2 IR
3
; ~v:
~


> 0; 8
~
t  0
1

2

~
f
e
(
~
t; ~x; ~v)

~
t
+ ~v:r
~x
~
f
e
(
~
t; ~x; ~v) +r
~x
~
(
~
t; ~x):r
~v
f
e
(
~
t; ~x; ~v) = 0 ; 8~x 2
~
O; 8~v 2 IR
3
; 8
~
t  0
lim
k~xk!+1
~
f
e
(
~
t; ~x; ~v) = ~g
e
(~v) ; 8~v 2 IR
3
; 8
~
t  0
~
f
e
(
~
t; ~x; ~v)=
~
Æ
bak
(~v   2
~


(~v:
~


); ):
~
f
e
(
~
t; ~x; ~v   2
~


(~v:
~


))
+
~
f
se
(
~
t; ~x; ~v) +
~
f
phot
(
~
t; ~x; ~v) ; 8~x 2 
~

; 8~v 2 IR
3
; ~v:
~


> 0
 
~x
~
(
~
t; ~x) =
1

2
 
~n
i
(
~
t; ~x)  ~n
e
(
~
t; ~x)

; 8~x 2
~
O; 8
~
t  0
lim
k~xk!+1
~
(
~
t; ~x) = 0 8
~
t  0
Z

~


r
~x
~
(
~
t; ~x):


d(x) =  
Z

~


~
s
(
~
t; ~x)d(x) ; 8~x 2 
; 8
~
t  0
Z

~


 ~
s
(
~
t; ~x)

~
t
d(x) =
Z

~


~
J
e
(
~
t; ~x) +
~
J
i
(
~
t; ~x)d(x) ; 8~x 2 
; 8
~
t  0
~
 =
~


= Cst sur 
~


Ave
~n

(
~
t; ~x) =
Z
~v2IR
3
~
f

(
~
t; ~x; ~v)d
3
~v
~
J

(
~
t; ~x) =
Z
~v2IR
3
;~v:~
~




~v
~
f

(
~
t; ~x; ~v)d
3
~v
2.2.2.2 Approximation pour le plasma d'orbite
geostationnaire
Nous avons vu au 2.1.2, que pour le plasma magnetospherique, en orbite
geostationnaire, la longueur de Debye est grande devant les dimensions du
satellite ( 
d
>> D ). Formellement, on erit le systeme obtenu lorsque le
parametre
1

tend vers zero :
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~v:r
~x
~
f
i
(
~
t; ~x; ~v)  r
~x
~
(
~
t; ~x):r
~v
f
i
(
~
t; ~x; ~v) = 0 ; 8~x 2
~
O; 8~v 2 IR
3
; 8
~
t  0
lim
k~xk!+1
~
f
i
(
~
t; ~x; ~v) = ~g
i
(~v) ; 8~v 2 IR
3
; 8
~
t  0
~
f
i
(
~
t; ~x; ~v) = 0; 8~x 2 
~

; 8~v 2 IR
3
; ~v:
~


> 0; 8
~
t  0
~v:r
~x
~
f
e
(
~
t; ~x; ~v) +r
~x
~
(
~
t; ~x):r
~v
f
e
(
~
t; ~x; ~v) = 0 ; 8~x 2
~
O; 8~v 2 IR
3
; 8
~
t  0
lim
k~xk!+1
~
f
e
(
~
t; ~x; ~v) = ~g
e
(~v) ; 8~v 2 IR
3
; 8
~
t  0
~
f
e
(
~
t; ~x; ~v)=
~
Æ
bak
(~v   2
~


(~v:
~


); ):
~
f
e
(
~
t; ~x; ~v   2
~


(~v:
~


))
+
~
f
se
(
~
t; ~x; ~v) +
~
f
phot
(
~
t; ~x; ~v) ; 8~x 2 
~

; 8~v 2 IR
3
; ~v:
~


> 0
 
~x
~
(
~
t; ~x) = 0 ; 8~x 2
~
O; 8
~
t  0
lim
k~xk!+1
~
(
~
t; ~x) = 0 8
~
t  0
Z

~


r
~x
~
(
~
t; ~x)d(x) =  
Z

~


r
~x
~
s
(
~
t; ~x)d(x) ; 8~x 2 
; 8
~
t  0
Z

~


 ~
s
(
~
t; ~x)

~
t
d(x) =
Z

~


~
J
e
(
~
t; ~x) +
~
J
i
(
~
t; ~x)d(x) ; 8~x 2 
; 8
~
t  0
(2.18)
On onstate que l'on obtient le systeme de Vlasov-Poisson stationnaire
pour les ions et les eletrons et que la harge d'espae est negligee. C'est
e probleme que le logiiel ESCAPE [27℄ resout. Neanmoins, pour rame-
ner la ondition a l'inni sur des distanes de l'ordre de D, il est suppose
dans e logiiel que les distributions de partiules suivent une distribution de
Maxwell-Boltzmann a l'exterieur du domaine de alul.
Soit :
8v
x
2 IR
+
;
f

(x; v
x
) =n
0

m
e
2kTe

1
2
exp

 
1
2
m
e
v
2
x
+ e(d)
kTe

6= 0:
(2.19)
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2.2.3 Plasma issu du propulseur SPT   100
Le gaz de Xenon est ionise dans la hambre du propulseur, les ions
resultants ( que l'on notera i
Xe
+
) sont aeleres par la tension de deharge
U
deh
= 300V . Pour derire le mouvement de es ions de Xenon rapides,
l'equation de Vlasov sera utilisee. Comme nous l'avons vu en introdution,
nous ne tiendrons pas ompte des ollisions elastiques. Les ollisions inelastiques,
ollisions dites d'ehange de harge ne ralentissent qu'un faible nombre d'ions
rapides, du point de vue de eux-i, nous les negligerons aussi.
Par ontre, la modelisation des ions lents joue un ro^le important dans
les meanismes de harge du satellite, ar ils sont suseptibles de revenir sur
les surfaes du satellite et d'engendrer un ourant. Leur taux de reation est
donnee par :
q
Xe
+
l
ent
= n
Xe
+
n
Xe
kV
Xe
+
k
CEX
(V
Xe
+
):
ou n
Xe
+
, est la densite d'ions rapides, n
Xe
la densite de neutre qui sera
prise a 150% de elle des ions rapides, V
Xe
+
la vitesse des ions rapides, et

CEX
(V
Xe
+
) la setion eÆae de ollisions inelastiques, donnee par :

CEX
(V
Xe
+
) = (k1 ln (kV
Xe
+
k) + k2)
2
 10
 20
m
2
Soit, en notant 
Xe
= 1:5, on a :
q
Xe
+
l
ent
= 
Xe
n
2
Xe
+
kV
Xe
+
k
CEX
(V
Xe
+
):
Pour derire le mouvement de es ions lents, on utilisera aussi une equation
de Vlasov.
Ions rapides :
L'equation de Vlasov pour les ions rapides s'erit :
8x 2 O; 8v 2 IR
3
; 8t  0
f
Xe
+
t
(t; x; v) + v:r
x
f
Xe
+
(t; x; v) 
er
x
(t; x)
m
Xe
:r
v
f
Xe
+
(t; x; v) = 0
La ondition limite d'injetion de partiules en sortie de moteur est donnee
par :
8x 2  
sort
; 8v 2 IR
3
; v:
sort
> 0; f
Xe
+
(t; x; v) = g
SPT
Xe
+
(x; v)
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ou g
SPT
ir
est la distribution des ions dans le plan de sortie du propulseur
 
sort
de normale 
sort
.
La ondition limite sur les surfaes du satellite est toujours donnee par :
8x 2 
;8v 2 IR
3
; v:


> 0;
f
Xe
+
(t; x; v) = 0:
De plus, en onsiderant que la vitesse d'ejetion est grande devant la vi-
tesse thermique des ions, nous onsidererons eux-i omme monoinetiques.
En supposant que les trajetoires issues du moteur ne se oupent pas nou
avons :
f
Xe
+
(t; x; v) = n
Xe
+
(t; x)Æ(v   v
Xe
+
(t; x)):
Ions lents :
Pour les ions lents, les ollisions interviennent, nous avons alors la me^me
equation de Vlasov ave un terme soure representant la reation de parti-
ules :
8x 2 O; 8v 2 IR
3
; 8t  0;
f
Xe
+
lent
t
(t; x; v) + v:r
x
f
Xe
+
lent
(t; x; v) 
er
x
(t; x)
m
Xe
:r
v
f
Xe
+
lent
(t; x; v)
= q
Xe
+
lent
(t; x)

m
Xe
2kT
n

3
2
exp

 
1
2
m
Xe
v
2
kT
n

:
ou kT
n
est la temperature des neutres. (nous verrons ulterieurement que
ette temperature est suÆsamment faible pour les onsiderer monoinetiques)
Eletrons :
Pour les eletrons, nous les onsiderons a l'equilibre eletrostatique de
maniere analogue a 3.5.1.2, suivant une distribution de Maxwell-Boltzman.
En prenant densite et potentiel de referene n
ref
et 
ref
en sortie de propul-
seur :
n
e
(x; v) = n
ref
exp

e((x)  
ref
)
kT
SPT
e

:
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Par la suite, nous noterons (x) = (x)  
ref
:
Le hoix de 
ref
est ruial, en partiulier pour le ouplage des modeles.
Ce hoix n'est pas lair. Il faudrait pour ela avoir aussi un modele pour le
plasma du moteur lui-me^me. Une des possibilite est de relier 
ref
au potentiel
du satellite 

. Le hoix le plus simple propose dans [38℄ est de onsiderer

ref
  

onstant, ou 

est le potentiel du onduteur represantant la
masse eletrique du satellite. Correspondant aux mesures prises en vol dans
[38℄ nous prendrons environ d = 
ref
  

= 40V .
Potentiel :
Pour le ouplage par les equations de Maxwell, nous nous reportons a la
setion 2.1.3. En onsiderant que le potentiel du satellite est xe en surfae
par 
s
( elui-i sera par la suite elui du au plasma magnetospherique ) :
 
0

x
(t; x) = e

n
Xe
+
(t; x) + n
Xe
+
lent
(t; x)  n
e
(t; x)

dans 


(t; x) = 
s
(x) sur  
d v
[  
 d
! 0 a l'inni :
Nous allons voir, qu'apres adimensionnement des equations, une des sim-
pliations majeures de la modelisation dans le oeur du jet onsiste a im-
poser la neutralite.
2.2.3.1 Adimentionnement du probleme
Nous proedons de maniere analogue qu'en setion preedente. Neanmoins,
les grandeurs d'adimensionnement sont dierentes. Pour adimensionner les
vitesses des ions rapides nous utiliserons la tension U
deh
par laquelle ils sont
aeleres pour leur prourer une vitesse arateristique
q
2eU
deh
m
Xe
Pour les ions rapides, on prend :
~
t =
t
T
SPT
; ~x =
x
D
; ~v =
v
q
2eU
deh
m
Xe
;
ou U
deh
est la tension de deharge du propulseur servant a l'aeleration des
ions rapides.
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Pour les ions lents le hoix de la vitesse d'adimentionnement est dierent,
on prends :
~v
Xe
+
lent
=
v
Xe
+
lent
q
2kT
e
m
Xe
:
Aussi,
~
f
Xe
+
(
~
t; ~x; ~v) =
f
Xe
+
(t; x; v)
f
ref
et~g
Xe
+
(~v) =
g
Xe
+
(v)
f
ref
;
~
f
Xe
+
lent
(
~
t; ~x; ~v) =
f
Xe
+
lent
(t; x; v)
f
ref
;
~n
Xe
+
(
~
t; ~x) =
n
Xe
+
(t; x)
n
ref
; ~n
Xe
+
lent
(
~
t; ~x) =
n
Xe
+
lent
(t; x)
n
ref
;
~
(
~
t; ~x) =
e(t; x)
kT
e
On adimentionne aussi la setion eÆae de ollision inelastique :
~
(v) =
(v)
Æ
A
2
ou
Æ
A vaut 1 Angstrom.
On introduit les onstantes sans dimension :

SPT
=
n
0
n
ref

2
d
D
2
; 
SPT
=

SPT
D
D
;  =
Æ
A
2
n
ref
D;
p
=
eU
kT
SPT
e
; et T
n
=
kT
SPT
e
kT
n
Ou :

SPT
d
=
s

0
kT
e
n
ref
e
2
et f
ref
= n
ref
r
2eU
deh
m
Xe
3
Pour aluler le temps arateristique T
SPT
neessaire a modier la harge
surfaique du satellite, nous erivons que la harge provenant du propulseur
pendant e temps est du me^me ordre de grandeur que elle provenant de la
magnetosphere. On a alors :
T
SPT
= 
SPT
D
q
2eU
deh
m
Xe
En omparant le temps arateristique pour le propulseur et elui obtenu
pour la magnetosphere, on a :
T
SPT
T
=
n
0
q
kT
e
m
e
n
ref
q
2eU
deh
m
Xe
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soit si l'on se refere aux grandeurs presentees en 2.1.2,
T
SPT
T
est de l'ordre
de 1 10
 9
. Les ordres de grandeur sont tres dierents.
Comme T
SPT
<< T , pour oupler les 2 modeles en vue d'atteindre un etat
d'equilibre nous utiliserons une approhe stationnaire pour le propulseur. Les
equations de Valsov derivant les partiules seront don stationnaires.
Les equations deviennent alors :
Ions rapides :
8~x 2
~
O; 8~v 2 IR
3
; 8
~
t  0
~v:r
~x
~
f
Xe
+
(
~
t; ~x; ~v) 
1

p
r
~x
~
(t; x):r
~v
~
f
Xe
+
(
~
t; ~x; ~v) = 0
Ave :
8~x 2 
;8~v 2 IR
3
; ~v:


> 0;
8~x 2
~
 
sort
;
~
f
Xe
+
(
~
t; ~x; ~v) = 0
8~v 2 IR
3
;~v:
sort
> 0;
~
f
Xe
+
(
~
t; ~x; ~v) = ~g
SPT
Xe
+
(~x; ~v)
Et :
~
f
Xe
+
(
~
t; ~x; ~v) = ~n
Xe
+
(
~
t; ~x)Æ(~v   ~v
Xe
+
(
~
t; ~x))
Ions lents :
8~x 2
~
O; 8~v 2 IR
3
; 8
~
t  0
~v:r
~x
~
f
Xe
+
(
~
t; ~x; ~v) r
~x
~
(
~
t; ~x):r
~v
~
f
Xe
+
(
~
t; ~x; ~v) =
~q
Xe
+
lent
(
~
t; ~x)

T
n


3
2
exp
 
 T
n
~v
2

Eletrons :
~n
e
(~x; ~v) = exp

~
(~x)

Potentiel :
 
2
SPT

~x
~

~x
= ~n
Xe
+
(~x) + ~n
Xe
+
lent
(~x)  exp

~
(~x)

dans
~



~
 =
~

s
sur
~
 
d v
[
~
 
 d
~
! 0 a l'inni :
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2.2.3.2 Approximation pour le plasma issu du propulseur
Au ur du propulseur, les parametres  et  sont tres petits ( resp. 2:52
10
 6
et 8:66 10
 16
) ; de plus, on onsiderera le parametre T suÆsamment
grand ( 24 ). Pour simplier les equations, nous passons don formellement
a la limite lorsque  ! 0,  ! 0 et T ! +1.
Nous obtenons alors :
Ions rapides :
8~x 2
~
O;8~v 2 IR
3
~v:r
~x
~
f
Xe
+
(~x; ~v) 
1

p
r
~x
~
(x):r
~v
~
f
Xe
+
(~x; ~v) = 0
Ave :
8~x 2 
;8~v 2 IR
3
; ~v:


> 0;
8~x 2
~
 
sort
;
~
f
Xe
+
(~x; ~v) = 0
8~v 2 IR
3
;~v:
sort
> 0;
~
f
Xe
+
(~x; ~v) = ~g
SPT
Xe
+
(~x; ~v)
Et :
~
f
Xe
+
(~x; ~v) = ~n
Xe
+
(~x)Æ(~v   ~v
Xe
+
(x))
Ions lents :
8~x 2
~
O;8~v 2 IR
3
~v:r
~x
~
f
Xe
+
lent
(~x; ~v) r
~x
~
(~x):r
~v
~
f
Xe
+
lent
(~x; ~v) = ~q
Xe
+
lent
(~x)Æ(v)
Nous onstatons que le terme soure devient un Dira, et don orrespond
a des emissions a vitesse nulle. Si le hamp eletrique aelerant les partiules
est suppose axisymetrique autour d'un axe (Oz), alors les partiules auront
un ot axisymetrique.
Eletrons :
~n
e
(x; v) = exp

~
(x)

Potentiel :
~n
Xe
+
(~x) + ~n
Xe
+
lent
(~x)  exp

~
(~x)

= 0 dans 


~
(~x) =
~

s
(~x) sur
~
 
d v
[
~
 
 d
~
(~x)! 0 a l'inni :
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Cette equation signie que la neutralite peut e^tre imposee dans le oeur
du jet. Nous pouvons alors aluler le potentiel en fontion de la densite
eletronique :
~
(~x) = 
ref
+ log

~n
Xe
+
(~x) + ~n
Xe
+
lent
(~x)

Neanmoins, ei n'est valable que dans les zones ou la densite est suÆ-
samment importante pour que la longueur de Debye soit suÆsamment faible.
Dans les zones ou la densite ionique est faible, nous ne ferons plus ette hy-
pothese et resoudrons l'equation de Poisson ave harge d'espae :
 
2
SPT

~x
~
(~x) = ~n
Xe
+
+ ~n
Xe
+
lent
  exp

~
(~x))

dans 


~
 =
~

s
sur
~
 
d v
[
~
 
 d
~
! 0 a l'inni :
Les deux zones dierentes seront determinees par un ritere sur le nombre
de Debye. Lorsque la longueur de Debye est suÆsamment faible nous impo-
serons la neutralite, sinon nous resoudrons l'equation de Poisson.
Nous donnons ii, un shema representant es dierentes zones :
1
2
3
La zone 1 orrespond au ur du jet ou la neutralite du plasma sera
imposee, la zone 2 a une zone ou le plasma issu du propulseur est enore
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present mais ou la neutralite ne peut e^tre imposee. La zone 3 orrespond a des
longueurs de Debye tres grandes. La harge d'espae peut e^tre alors negligee.
Nous renvoyons au paragraphe 2.2.2.1 pour sa modelisation. Le probleme
qui reste a traiter est de trouver des methodes numeriques pour resoudre
numeriquement les modeles dans les dierentes zones. Il faut ensuite proposer
des meanismes de ouplage entre es modeles. Ce sera l'objet des hapitre
5, 6, et 7. Avant de s'attaque a e probleme omplexe nous allons valider
les adimensionnements hoisis en etudiant des modeles unidimensionnels au
hapitre 3 et en realisant des mesures experimentales au hapitre 4. Ceux-i
nous fournirons l'ordre de grandeur des quantites physiques interessantes.
Chapitre 3
Modelisations simpliees
unidimensionnelles
3.1 Un modele 1D simplie
Dans e modele, propose par Gilles Akoun ( EADS - CCR ), on onsidere
que les eletrons sont a l'equilibre et que les ions sont monoinetiques.
Deux as sont etudies, on ommenera par derire le as d'un ondu-
teur plan parfait, puis elui d'un onduteur reouvert d'une ne ouhe de
dieletrique.
Pour des onsiderations numeriques, l'inni est ramene a une distane L
suÆsamment grande. Le plasma supportant un eart de neutralite sur des
distanes de quelques longueurs de Debye, on prendra L de et ordre de
grandeur.
3.1.1 Derivation du modele
Nous ommenons par reerire le systeme de Vlasov-Poisson unidimen-
sionnel.
3.1.1.1 Le systeme de Vlasov-Poisson unidimensionnel
Nous nous interessons a la harge d'une surfae omposee d'un onduteur
d'epaisseur 2d dans la diretion (Ox) et inni dans les diretions (Oy) et (Oz).
On negligera les densites de partiules reemises par la surfae.
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La onguration est :
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La symetrie du probleme nous permet de supposer que le potentiel ne
depend que de x et que les distributions de partiules ne dependent que de
x et de v
x
. De plus, la symetrie par rapport au plan (Oyz) nous permet de
onsiderer que toutes les fontions de x sont paires et de raisonner uniquement
pour les x > 0. En integrant en v
y
et v
z
les equations de Vlasov, on retrouve
le as monodimensionnel :
8x 2℄d;+1[; 8v
x
2 IR;
f

t
(t; x; v
x
) + v
x
:
f

x
(t; x; v
x
)  

e
m


x
(t; x):
f

v
x
(t; x; v
x
) = 0:
(3.1)
Ave les onditions aux limites :
lim
kxk!+1
f

(x; v
x
) = g

(v
x
); 8v
x
2 IR; (3.2)
f

(d; v
x
) = 0; 8v
x
2 IR
+
: (3.3)
ou
g

(v
x
) = n
0

m

2kT


1
2
exp

 
1
2
m

v
2
x
kT


: (3.4)
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En notant 
s
la harge implantee en surfae, l'equation de Poisson s'erit
dans e as :
 

2
(t; x)
x
2
=
e

0
(n
i
(t; x)  n
e
(t; x)); 8x 2℄d;+1[;
(t; x)
x
(d) =  

s

0
;
lim
x!+1
(x) = 0;
(3.5)
ou
n

(t; x) =
Z
v
x
2IR
f

(t; x; v
x
)dv
x
:
Nous verrons dans le modele stationnaire que la ondition limite (3.2)
est deliate a imposer. Nous allons maintenant faire des hypotheses simpli-
atries qui onduisent au modele propose par G.Akoun. Certaines peuvent
se justier au moins formellement a partir du systeme de Vlasov-Poisson.
D'autre seront plus phenomenologiques.
3.1.1.2 Modelisation des eletrons
On onsidere que les eletrons sont a haque instant a l'equilibre suivant
une distribution de Maxwell-Boltzmann :
f
e
(t; x; v
x
) = n
0

m
e
2kTe

1
2
exp

 
1
2
m
e
v
2
x
+ e(t; x)
kTe

: (3.6)
Cette distribution est bien solution de l'equation de Vlasov quasi-stationnaire
veriant les onditions aux limites a l'inni :
8x 2℄d;+1[; 8v
x
2 IR;
v
x
:
f
e
x
(t; x; v
x
) +
e
m
e

x
(t; x):
f
e
v
x
(t; x; v
x
) = 0;
ave
lim
x!+1
f
e
(t; x; v
x
) = g
e
(v
x
); 8v
x
2 IR
On a don neglige le terme 
t
f
e
dans l'equation de Vlasov. La distribution
f
e
depend ependant du temps ar le potentiel en depend.
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Mais la distribution f
e
ne verie pas les onditions limites imposees sur
la plaque.
En eet on a :
8v
x
2 IR
+
;
f
e
(t; d; v
x
) =n
0

m
e
2kTe

1
2
exp

 
1
2
m
e
v
2
x
+ e(t; d)
kTe

6= 0
(3.7)
Cependant, nous verrons que, pour verier ette ondition aux limites,
la modelisation unidimensionnelle par l'equation de Vlasov stationnaire nous
impose une demi-maxwellienne a l'inni. ( i.e. en x = L )
3.1.1.3 Modelisation des ions
Les ions sont, quant a eux, supposes monoinetiques. De plus la variation
en temps de leur vitesse etant negligee, leur distribution est alors donnee
par :
f
i
(t; x; v
x
) = n
i
(t; x)Æ(v
x
  v
i
(t; x))
En prenant les moments d'ordre 0 et 1 de l'equation de Vlasov, on obtient
le systeme equivalent a l'equation de Vlasov sous l'hypothese monoinetique :
n
i
t
+
n
i
v
i
x
= 0 (3.8a)
n
i
v
i
t
+
n
i
v
2
i
x
=  
e
m
i
n
i

x
(3.8b)
Ave les onditions limites (suggerees par G. Akoun) :
n
i
(t; L) = no
n
i
(t; L)v
i
(L) = j
e
ave
n
0
=
Z
v
x
2IR
g
i
(L; v
x
) =
j
e
=
Z
v
x
2IR
 
v
x
g
i
(L; v
x
) =  n
0
r
kT
i
2m
i
Ces onditions limites orrespondent, au niveau inetique, a prendre une
maxwellienne en x = L pour la onentration. Par ontre, pour le ux,
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que l'on ne peut avoir nul, orrespond a une demi-maxwellienne. Ces ondi-
tions limites semblent deliates a justier par une analyse asymptotique de
l'equation de Vlasov. De plus, on va negliger le terme d'aeleration des ions :
v
i
t
(t; x) ' 0. En injetant alors (3.8a) dans (3.8b) et en simpliant par n
i
le
systeme se reerit :
n
i
t
+
n
i
v
i
x
= 0; (3.9a)

x

1
2
m
i
v
2
i
+ e

= 0: (3.9b)
Cette derniere equation exprime la onservation de l'energie totale
(eletrostatique et inetique).
Compte tenu des onditions aux limites en L on obtient :
1
2
m
i
v
2
i
+ e =
kT
i
4
;
et en supposant que  est negatif, on a :
8x > d ; v
i
(t; x) =  
r
kT
i
2m
i
  2
e
m
i
(t; x):
En injetant ette derniere relation dans (3.8a), on obtient l'equation
derivant l'evolution de la densite ionique :
n
i
t
 

x
 
n
i
r
kT
i
2m
i
  2
e
m
i
(t; x)
!
= 0:
3.1.1.4 Evolution de la harge surfaique de la plaque
L'evolution de la harge surfaique est donnee par l'equation de ontinuite
de la harge 
s
aumulee en surfae s'erit, i.e. :

s
t
= J
i
+ J
e
+ J
se
+ J
bak
;
ou J

sont les ourants d'eletrons, d'ions et de partiules reemises. Nous
ferons l'hypothese que la densite des partiules orrespondant aux reemission
est negligeable.
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On prendra pour les eletrons :
J
e
=  e
Z
+1
0
f
e
(t; d; v
x
)v
x
dv
x
;
=  en
0
exp

e(t; d)
m
e

r
kTe
2m
e
:
Et pour les ions :
J
i
= en
i
(t; d)
r
kT
i
2m
i
  2
e
m
(t; d):
De plus, en utilisant l'expression de la densite eletronique (3.7) et la
formule (2.13), les ourants reemis se mettent sous la forme :
J
bak;se
=  g
bak;se
J
e
Les oeÆients g
bak
et g
se
sont des onstantes que l'on alule gra^e aux
formules :
g
bak
=

m
e
kT
e

exp(
bak
(Z))  1  
bak
(Z)

2
bak
(Z)

Z
+1
0
exp

 
1
2
m
e
u
2
kTe

Æ
bak
(u
2
; 0)u
3
du;
et
g
se
=

m
e
kT
e

Z
+1
0
exp

 
1
2
m
e
u
2
kTe

exp((u
2
))  1  
se
(u
2
)

2
se
(u
2
)

Æ
se
(u
2
; 0)u
3
du:
3.1.1.5 Equation de Poisson
La densite eletronique etant onnue en fontion du potentiel, on obtient :
n
e
(t; x) = n
0
exp

e(t; x)
kTe

Le potentiel eletrostatique verie l'equation de Poisson non lineaire :
d
2

dx
2
=  
e

0
(n
i
(t; x)  n
0
exp

e(t; x)
kTe

) ; 8x > d;
(L) = 0;
d
dx
(t; d) =  

s
(t)

0
:
3.1. UN MOD

ELE 1D SIMPLIFI

E 53
3.1.1.6 Le modele nal
Les equations preedentes nous permettent de nous ramener aux seules
inonnues, (t; x); n
i
(t; x) et 
s
(t), solutions des equations :
n
i
t
(t; x) 

x

n
i
(t; x)
r
V
th
i
2
 
2e
m
i
(t; x)

= 0;
8t > 0; n
i
(t; L) = n
0
;
8x > d; n
i
(0; x) = n
0
;
(3.10a)

s
t
(t) = e

n
i
(t; d)
r
V
th
i
2
 
2e
m
i
(t; d)
  n
0
exp

e(t; d)
m
e

V
th
e
(1  g
bak
  g
se
)

;

s
(0) = 0;
(3.10b)

2

x
(t; x) =  
e

0
(n
i
(x)  n
0
exp

e(t; x)
m
e

);
(L) = 0;
 

x
(d) =

s
(t)

0
;
(3.10)
ou V
th

est la vitesse thermique des partiules .
3.1.2 Approximation numerique par dierenes nies
On onsidere la disretisation de l'intervalle ℄d; L[ en N
x
points :
8j 2 f0::N
x
g; x
j
= d+ jx
ou
x =
L  d
N
x
:
On introduit la disretisation en temps :
8j 2 IN; t
j
= jt:
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Les grandeurs n
k
j
;
k
j
; 
k
s
designent les approximations des grandeurs phy-
siques, n
i
(t
k
; x
j
);(t
k
; x
j
); 
s
(t
k
).
n
k
j
= n
i
(t
k
; x
j
);

k
j
= (t
k
; x
j
);

k
s
= 
s
(t
k
):
3.1.2.1 Shema pour les ions :
Pour l'equation de ontinuite donnant la densite des ions, l'equation est
resolue par un shema aux dierenes nies deentre d'ordre un en temps et
en espae. Celui-i s'erit :
8j = 1::N
x
  1; n
k+1
j
= n
k
j
+
t
x
0

n
k
j+1
s
V
th
i
2
 
2
k
j+1
m
i
  n
k
j
s
V
th
i
2
 
2
k
j
m
i
1
A
n
k+1
Nx
= n
0
3.1.2.2 Shema pour la harge surfaique :
La harge surfaique est realulee a haque pas de temps par le shema
d'ordre un en temps :

k+1
s
= 
k
s
+t
0

en
k
i
s
V
th
i
2
 
2e
k
1
m
i
  n
0
V
th
e
exp

e
k
1
kTe

(1  g
se
  g
bak
)
1
A
:
3.1.2.3 Shema pour le potentiel :
Le potentiel est realule a haque pas de temps par un algorithme de
Newton onstruit a partir de la disretisation de l'equation de Poisson par
dierenes nies entrees suivante :

k+1
1
  
k+1
2
=
x

0

k+1
s
;

k+1
i+1
  2
k+1
i
+ 
k+1
i 1
=
x
2

0
e

n
0
exp

e
k+1
i
kTe

  n
k+1
i

;

k+1
Nx
= 0:
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Ce shema se reerit sous la forme matriielle :
A:
k+1
= B(
k+1
);
ou A est la matrie de masse, 
k+1
le veteur des (
k+1
i
)
i2f1::Nxg
et
B(
k+1
) le veteur de terme general :
x
2

0
e

n
0
exp

e
k+1
i
kTe

  n
k+1
i

:
La resolution par l'algorithme de Newton d'iterees indiees par l s'erit
alors
A:(	
l+1
  	
l
) = B(	
l
) +B
0
(	
l
)(	
l+1
  	
l
)	
l+1
= 	
l
  (A  B
0
(	
l
))
 1
:(A	
l
  B(	
l
));
ou B
0
(	
k
) est la matrie diagonale de terme :
(B
0
(	
l
))
i;i
=
x
2
kTe
0
e
2

n
0
exp

e
k+1
i
kTe

:
On arre^te les iterations lorsque k A:	
k
 B(	
k
) k
l
2
est suÆsamment petit.
Pour initialiser l'algorithme, on utilise la valeur  
0
= 
k
(ou le veteur
nul a l'instant initial).
3.1.3 Resultats Numeriques
On donne ii les resultats obtenus pour une plaque en aluminium plonge
dans un plasma neutre de densite n
0
= 1e6 m
 3
et de temperature kT
e
=
kT
i
= 15keV ( les oeÆients de reemission seront trouves dans [19℄).
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0 2 4 6 8
x 104
−2.5
−2
−1.5
−1
−0.5
0
x 104 Potentiel spatial 
X (m)
Ph
i (V
)
0 2 4 6 8
x 104
0
5
10
x 105 Densite ionique
n i
 
(1/
m3
)
0 2 4 6 8
x 104
0
5
10
x 105 Densite elec
n e
 
(1/
m3
)
0 2 4 6 8
x 104
0
1
2
x 105 Densite de charge
n i
−
n e
 
(1/
m3
)
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
−2.5
−2
−1.5
−1
−0.5
0
x 104 Potentiel du conducteur
t (s)
Ph
i 0 
(V)
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
−1
−0.9
−0.8
−0.7
−0.6
−0.5
−0.4
−0.3
−0.2
−0.1
0
x 10−10 Charge surfacique du conducteur
t (s)
Rh
o s
 
(C/
m2
)
Les gures de la partie superieure representent le potentiel et les densites
de harge a l'equilibre. Les gures de la partie inferieure representent les
evolutions temporelles du potentiel et de la harge surfaique du onduteur.
Nous onstatons sur le potentiel une bonne onvergene du modele, nous
obtenons l'equilibre pour une valeur de  24kV ( quelque fois la temperature
eletronique ), en onsequene nous onstatons sur la densite de harge, une
densite d'ions plus importante relativement aux eletrons au voisinage de la
plaque.
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0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
−1
−0.8
−0.6
−0.4
−0.2
0
x 10−6 courant d electrons entrants
t (s)
Je
 (A
/m
2 )
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
−7
−6
−5
−4
−3
−2
−1
0
1
x 10−7 courant total
t (s)
Jt 
(A/
m2
)
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
2
4
6
8
10
12
x 10−9 courant d electrons reemis
t (s)
Je
s (
A/m
3 )
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
0
0.5
1
1.5
2
2.5
x 10−7 courant d electrons back
t (s)
Je
b (
A/m
3 )
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
0.5
1
1.5
2
2.5
x 10−7 courant d ions entrants
t (s)
Ji 
(A/
m3
)
Les gures representent les evolutions temporelles des ourants reus par
la plaque. Respetivement, de haut en bas et de gauhe a droite, nous avons
le ourant d'eletrons inident, le ourant d'eletrons reemis par emission se-
ondaire, le ourant d'eletrons reemis par 'baksattering', le ourant d'ions
inident et le ourant total. Nous onstatons qu'a l'equilibre le ourant total
s'annule, en aord ave les equations.
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De me^me, on donne les resultats obtenus pour une plaque en aluminium
plongee dans un plasma neutre de densite n
0
= 1e6m
 3
et de temperature
kT
e
= 20keV et kT
i
= 28keV .
0 2 4 6 8
x 104
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
−0.5
0
x 104 Potentiel spatial 
X (m)
Ph
i (V
)
0 2 4 6 8
x 104
0
5
10
x 105 Densite ionique
n i
 
(1/
m3
)
0 2 4 6 8
x 104
0
5
10
x 105 Densite elec
n e
 
(1/
m3
)
0 2 4 6 8
x 104
0
1
2
x 105 Densite de charge
n i
−
n e
 
(1/
m3
)
0 0.005 0.01 0.015 0.02
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
−0.5
0
x 104 Potentiel du conducteur
t (s)
Ph
i 0 
(V)
0 0.005 0.01 0.015 0.02
−1.2
−1
−0.8
−0.6
−0.4
−0.2
0
x 10−10 Charge surfacique du conducteur
t (s)
Rh
o s
 
(C/
m2
)
Toujours, nous onstatons une bonne onvergene du modele numerique,
au bout de temps t > :02s le potentiel et la harge surfaique du ondu-
teur n'evoluent plus. La valeur d'equilibre du potentiel du onduteur est
de  3:2  10
4
V , elle orrespond a quelque fois la temperature eletronique
et don bien a l'ordre de grandeur attendue et nous renseigne deja sur la
validite de l'adimensionnement du systeme.
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0 0.005 0.01 0.015 0.02
−12
−10
−8
−6
−4
−2
x 10−7 courant d electrons entrants
t (s)
Je
 (A
/m2
)
0 0.005 0.01 0.015 0.02
−7
−6
−5
−4
−3
−2
−1
0
1
x 10−7 courant total
t (s)
Jt 
(A/
m2
)
0 0.005 0.01 0.015 0.02
1
2
3
4
5
6
7
8
x 10−9 courant d electrons reemis
t (s)
Je
s (A
/m3
)
0 0.005 0.01 0.015 0.02
0.5
1
1.5
2
2.5
3
x 10−7 courant d electrons back
t (s)
Je
b (
A/m
3 )
0 0.005 0.01 0.015 0.02
1
1.5
2
2.5
3
x 10−7 courant d ions entrants
t (s)
Ji 
(A/
m3
)
Nous retrouvons le fait que le ourant total s'annule lorsque l'equilibre est
atteint. Nous pouvons aussi onstater qua mesure que le potentiel diminue
le ourant d'ions augmente et le ourant d'eletrons augmente.
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Dans le but ulterieur de omparer les modeles numeriques nous donnons
ii un as test obtenu en absene de reemissions.
0 2 4 6
x 104
−2.5
−2
−1.5
−1
−0.5
0
x 104 Potentiel spatial 
X (m)
P
h
i (
V)
0 2 4 6
x 104
0
5
10
x 105 Densite ionique
X (m)
n
i 
(1
/m
3
)
0 2 4 6
x 104
0
5
10
x 105 Densite elec
X (m)
n
e
 
(1
/m
3
)
0 2 4 6
x 104
0
1
2
x 105 Densite de charge
X (m)
n
i−
n
e
 
(1
/m
3
)
0 0.005 0.01 0.015 0.02
−2.5
−2
−1.5
−1
−0.5
0
x 104 Potentiel du conducteur
t (s)
P
h
i 0
 
(V
)
0 0.005 0.01 0.015 0.02
−1.2
−1
−0.8
−0.6
−0.4
−0.2
0
x 10−10 Charge surfacique du conducteur
t (s)
R
h
o
s
 
(C
/m
2
)
Nous onstatons que l'absene de reemissions n'a pas d'eets important
sur le potentiel d'equilibre. La litterature [19℄ mentionnent que ela est faux
en presene de photoemission, e qui n'a pas ete teste ii.
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0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02
−1
−0.5
0
x 10−6 courant d electrons entrants
t (s)
Je
 (A
/m
2
)
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02
0.5
1
1.5
2
2.5
x 10−7 courant d ions entrants
t (s)
Ji
 (A
/m
3
)
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02
−10
−5
0
5
x 10−7 courant total
t (s)
Jt
 (A
/m
2
)
Nous onstatons une bonne onvergene du modele, les ourants d'ions et
d'eletrons sont en adequation ave l'evolution du potentiel. Nous onstatons,
que le ourant d'eletrons ontro^le les phenomenes de harge avant l'equilibre,
le ourant d'ions restant negligeable.
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3.1.4 Cas du onduteur reouvert de dieletrique
On onsidere ii un onduteur d'epaisseur d dans la diretion (Ox)
et inni dans les diretions (Oy) et (Oz) reouvert d'une ne ouhe de
dieletrique d'epaisseur e.
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La perte de symetrie nous impose le alul des densites de partiules et
du potentiel de haque ote de notre plaque. La modelisation est analogue
au as preedent, seules les onditions aux limites pour le potentiel seront
modiees.
3.1.4.1 Modele Capaitif resistif
Dans e modele, presente dans [22℄, on assimile le dieletrique a un onden-
sateur C en parallele ave une resistane R de fuite permettant de modeliser
le ourant de ondution J
ond
vers le onduteur.
R
Jc
V
C
Ji+Je+Jsec+Jback
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R et C sont les grandeurs exprimees par unite de surfae et sont donnees
par :
R =
e

C =

r

0
e
ou  est la resistivite surfaique du dieletrique et 
r
sa permittivite relative.
On introduit de plus V la dierene de potentiel regnant a l'interieur du
dieletrique. Soit la dierene de potentiel entre  d et  e   d. Ainsi que J
i
le ourant de ondution a l'interieur du dieletrique. 
diel
(x) est le potentiel
regnant a l'interieur du dieletrique. Le potentiel du onduteur est 
PC
, il
est onstant a l'interieur de elui-i. On a V = 
diel
( e  d)  
PC
.
L'equation permettant de derire l'evolution de la dierene de potentiel
du ondensateur s'erit :
C
V
t
= J
diel
i
+ J
diel
e
+ J
diel
se
+ J
diel
bak
  J
ond
ou J
diel

sont les ourants d'eletrons, d'ions et de partiules reemises o^te
dieletrique. Le ourant est donne par la relation J
ond
= RV .
Pour la harge surfaique de la plaque metallique, on a :

s
t
= J
ond
i
+ J
ond
e
+ J
ond
se
+ J
ond
bak
+ J
ond
ou J
ond

sont les ourants d'eletrons, d'ions et de partiules reemises o^te
du onduteur.
Les onditions limites pour le potentiel sur les surfaes s'erivent alors :

n
( e  d) =  

ond
s

0
;
( e) = 
PC
;

diel
(0) = V + 
PC
:
3.1.4.2 Approximation numerique
Le shema numerique de resolution est identique au as du onduteur
parfait pour le alul des densites spatiales ainsi que des ourants provenant
de la magnetosphere. Neanmoins le travail doit e^tre fait de haque o^te de
la plaque.La resolution des equations derivant l'evolution de la harge en
surfae est aussi faite par dierenes nies de maniere analogue a 3.1.2.
On introduit V
k
la dierene de potentiel V au temps t
k
, V
k+1
et 
k+1
s
sont alulee par :
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V
k+1
= V
k
+ Ct

J
diel
i
+ J
diel
e
+ J
diel
se
+ J
diel
bak
 
V
k
R


k+1
s
= 
k
s
+t

J
PC
i
+ J
PC
e
+ J
PC
se
+ J
PC
bak
+
V
k
R

Pour la resolution de l'equation de Poisson, il faut, a haque pas de temps,
ommener par aluler le potentiel spatial du o^te du onduteur puis le
potentiel surfaique de elui-i. On peut alors determiner la ondition limite
du o^te du dieletrique.
3.1.4.3 Resultats numeriques
On donne les resultats obtenus pour une plaque en aluminium reouverte
de Kapton d'epaisseur 125m plongee dans un plasma neutre de densite
n
0
= 1e6m
 3
et de temperature kT
e
= kT
i
= 10keV . La ondutivite du
Kapton est  = 10
 16


 3
et sa permittivite relative 
r
= 3:5 ( les oeÆients
de reemissions seront trouves dans [19℄)
Nous donnons i-dessus respetivement en haut, les evolutions spatiales
du potentiel, a gauhe du onduteur, dans le dieletrique, et a droite de
elui-i, et en bas les evolutions temporelles du potentiel du onduteur, de la
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harge surfaique et de la dierene de potentiel regnant dans le dieletrique.
Nous onstatons toujours onvergene du modele de haque o^te du dieletrique.
De plus le potentiel du onduteur et elui du dieletrique sont tres prohes.
Nous donnons ii, le ourants ote onduteur, de maniere analogue au
as du onduteur seul. Nous avons ajoute le ourant de ondution dans le
dieletrique.
Courant inident o^te onduteur
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Nous onstatons une nouvelle fois que le ourant total s'annule a l'equilibre,
et que nous avons un tres faible ourant de ondution. Celui-i est propor-
tionnel a la dierene de potentiel entre le onduteur et le dieletrique qui
est aussi tres faible.
Courant inident o^te dieletrique
Co^te dieletrique, nous faisons les me^mes onstatations.
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3.2 Modele stationnaire de Vlasov Poisson
Nous nous interessons a l'etat d'equilibre d'un onduteur plan inni
dans les diretions (Oy) et (Oz), dans les onditions de harge derites
preedemment.
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On negligera les densites de partiules reemises par la surfae. Nous
herherons de plus l'etat stationnaire, les equations ne dependront plus du
temps.
L'equation de Vlasov stationnaire s'erit :
8x 2℄0; L[; 8v
x
2 IR;
v
x
:
f

x
(x; v
x
)  

e
m


x
(x):
f

v
x
(x; v
x
) = 0
(3.11)
Ave les onditions aux limites :
f

(L; v
x
) = g

(L; v
x
); 8v
x
2 IR
+
f

(0; v
x
) = 0; 8v
x
2 IR
+
(3.12)
ou
g

(x; v
x
) = n
0

m

2kT

1
2
exp

 
1
2
m

v
2
x
kT

(3.13)
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On hoisit pour potentiel de referene, le potentiel a l'inni. Pratique-
ment, on impose (L) = 0. La surfae du satellite sera a un potentiel
d'equilibre 
0
negatif. On va herher une solution ou le potentiel spatial
est roissant. On a,
 
d
2

dx
2
=
e

0
(n
i
(x)  n
e
(x)); 8x 2℄0; L[;
(0) = 
0
;
(L) = 0;
(3.14)
ou
n

(x) =
Z
v
x
2IR
f

(x; v
x
)dv
x
:
L'equilibre etant atteint, la somme des ourants sur la surfae est nul. On
a :
e
Z
v
x
2IR
v
x
f
i
(0; v
x
)dv
x
  e
Z
v
x
2IR
v
x
f
e
(0; v
x
)dv
x
= 0: (3.15)
3.2.1 Redution du probleme
Nous allons voir que les equations de Vlasov (3.11) munies de leurs ondi-
tions aux limites (3.12) permettent de aluler entierement les densites n

.
De plus, elles-i ave la ondition d'equilibre sur les ourants (3.15) per-
met de aluler le potentiel 
0
.
Ainsi on se ramenera a la resolution d'un probleme elliptique non lineaire
donne par l'equation de Poisson.
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 Cas des eletrons :
Le potentiel etant suppose roissant, le diagramme des phases est alors :
En resolvant le probleme par la methode des arateristiques, on a :
f
e
(x; v
x
) =
(
n
0
p
m
e
2kT
e
exp

 
1
2
m
e
v
x
2
kT
e
+
e(x)
kT
e

si v
x
<
q
2e
m
e
((x)  
0
);
0 sinon :
(3.16)
Cela nous permet de aluler la densite d'eletrons :
n
e
(x) =n
0
r
m
e
2kT
e
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e(x)
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e

Z
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2e
m
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;
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n
0
2
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
e(x)
kT
e

0

1 + erf
0

s
e((x)  
0
)
kT
e
1
A
1
A
:
(3.17)
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Ainsi que le ourant eletronique inident a la plaque :
J
e
=en
0
r
m
e
2kT
e
exp

e
0
kT
e

Z
0
 1
v
x
exp

 
1
2
m
e
v
x
2
kT
e

dv
x
;
=  en
0
r
kT
e
2m
e
exp

e
0
kT
e

:
(3.18)
 Cas des ions :
De me^me que pour les eletrons, le diagramme des phases pour les ions
est :
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Carateristique critique Vic
On a :
f
i
(x; v
x
) =
8
<
:
n
0
q
m
i
2kT
i
exp

 
1
2
m
i
v
x
2
kT
i
 
e(x)
kT
i

si v
x
<  
q
 
2e
m
i
(x);
0 sinon :
(3.19)
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Cela nous permet de aluler la densite d'ions :
n
i
(x) =n
0
r
m
i
2kT
i
exp
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 e(x)
kT
i

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n
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i

0

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kT
i
1
A
1
A
;
(3.20)
ainsi que le ourant ionique inident a la plaque :
J
i
=  en
0
r
m
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i
exp
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0
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2m
i
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(3.21)
 Calul de 
0
L'equation (3.15), ainsi que les expressions des ourants (3.21) et (3.18)
permettent de aluler 
0
:

0
=  
kT
e
e
ln
 
r
kT
e
m
i
kT
i
m
e
!
: (3.22)
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 Probleme reduit :
Nous nous sommes ramenes a la seule inonnue , solution roissante de
l'equation de Poisson non lineaire :
 
d
2

dx
2
=
en
0
2
0
0

exp
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e(x)
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i

0

1  erf
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
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0

s
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0
)
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e
1
A
1
A
; 8x 2℄0; L[;
(0) = 
0
;
(L) = 0:
(3.23)
Me^me si on peut resoudre e probleme par un algorithme de Newton, on
onstate que l'on a perdu la neutralite a l'inni. En eet, on a :
n
e
(L) =
n
0
2
 
1 + erf
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 e
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!!
;
n
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;
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;
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v
u
u
t
ln
 
r
kT
e
m
i
kT
i
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!
1
A
6= 0:
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Nous donnons une tentive de resolution numerique pour un plasma de
densite 1 10
6
m
 3
et de temperature 20keV .
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Les resultats numeriques montrent que ette perte de neutralite ne permet
pas d'imposer le potentiel nul en L. Cela est fortement lie a la modelisation
unidimensionnelle, la surfae supposee innie erante toutes les partiules
qui proviennent de l'arriere de elle-i. Nous allons neanmoins introduire un
nouveau modele permettant de reuperer la neutralite a l'inni en ajoutant
es partiules manquantes.
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3.2.2 Reuperation de la neutralite a l'inni
Dans le modele preedent, nous avons vu que, le fait d'imposer une fon-
tion de repartition nulle sur les arateristiques provenant de la plaque,
onduisait a perdre la neutralite a l'inni. Pour tenir ompte des partiules
provenant de l'arriere de la plaque, on onsidere que sur les trajetoires issues
de la plaque la distribution des partiules est de la forme :
f

(x; v
x
) = n
0
C

(x)

m

2kT


3
2
exp

 
1
2
m

v
x
2
kT

  

e(x)
kT


ou C

(x) est un oeÆient dependant de la geometrie de notre plaque,
representant un taux de reuperation de neutralite. De plus, nous le suppo-
sons independant du potentiel.
D'apres l'etude des arateristiques preedentes, les distributions des par-
tiules sont donnees par :
 Pour les eletrons :
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(3.24)
 Pour les ions :
f
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 Calul de C

:
Nous avons supposes que C

etait independant du potentiel. Pour le al-
ul de C

, nous le prenons don nul. Pour e faire nous allons aluler les
densites de partiules donnees par notre modele unidimensionnel. Nous fai-
sons ensuite un alul en tridimensionnel en tenant ompte de la geometrie
de la plaque. En identiant les expressions, nous aurons C

.
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 Pour notre modele unidimensionnel, nous avons :
n

=
Z
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0
f

(x; v
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)dv
x
+
Z
0
 1
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)dv
x
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=
n
0
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(1 + C

(x))
 Calul en dimension 3 d'espae :
On onsidere un onduteur plan inni dans la diretion (Oy) et de hau-
teur 2d dans la diretion (Oz). Nous resterons dans le adre monodimension-
nel.
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Le potentiel  est suppose nul. Les arateristiques pour l'equation de
Vlasov tridimensionnelle, sont des droites. Compte tenu de la geometrie de
la plaque, sur l'axe (Ox),l'ensemble des vitesses provenant de la plaque est
alors donne par :
v
x
> 0; v
y
2 IR; v
z
> v
x
d
x
ou v
z
<  v
x
d
x
:
76 CH. 3. MOD

ELISATIONS SIMPLIFI

EES UNIDIMENSIONNELLES
La fontion de distribution est alors donnee sur l'axe (Ox) par :
f
3d

(x; v
x
) =
8
<
:
0 si v
x
> 0; v
y
2 IR; kv
z
k > v
x
d
x
;
n
0

m
e
2kT
e

3
2
exp

 
1
2
m
e
v
x
2
kT
e

sinon :
Les densites n
3d

se alulent aisement par :
n
3d

=
Z
+1
0
Z
+1
 1
 
Z
+1
v
x
d
x
f

(x; v
x
; v
y
; v
z
)dv
z
+
Z
 v
x
d
x
 1
f

(x; v
x
; v
y
; v
z
)dv
z
!
dv
y
dv
x
=n
0

1 
1

atan

d
x

En identiant n

et n
3d

, on a alors :
C

(x) =

1 
2

atan

d
x

:
On remarque que l'on a C

(0) = 0 et C

(+1) = 1. En reportant ette
expression dans les equations (3.2.2) et (3.25), on alule aisement les den-
sites spatiales et les ourants des partiules :
 Pour les ions
n
i
(x) = n
0
exp

 
e(x)
kT
i

"
r
m
i
2kT
i
Z
 
q
 
2e
m
e
(x)
 1
exp

 
1
2
m
i
v
x
2
kT
i

dv
x
+

1 
2

atan

d
x

 
1 
r
m
i
2kT
i
Z
 
q
 
2e
m
e
(x)
 1
exp

 
1
2
m
i
v
x
2
kT
i

dv
x
!#
= n
0
exp

 
e(x)
kT
i

2
4

1 
1

atan

d
x

 
1

atan

d
x

erf
0

s
 
e(x)
kT
i
1
A
3
5
;
J
i
= en
0
r
m
i
2kT
i
exp

 
e
0
kT
i

Z
 
q
2e
m
i
( 
0
)
 1
v
x
exp

 
1
2
m
i
v
x
2
kT
i

dv
x
= en
0
r
kT
i
2m
i
:
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 Pour les eletrons :
n
e
(x) =n
0
exp

e(x)
kT
e

"
r
m
e
2kT
e
Z
q
2e
m
e
((x) 
0
)
 1
exp

 
1
2
m
e
v
x
2
kT
e

dv
x
+

1 
2

atan

d
x

 
1 
r
m
e
2kT
e
Z
q
2e
m
e
((x) 
0
)
 1
exp

 
1
2
m
e
v
x
2
kT
e

dv
x
!#
=n
0
exp

e(x)
kT
e

2
4

1 
1

atan

d
x

+
1

atan

d
x

erf
0

s
e((x)  
0
)
kT
e
1
A
3
5
;
J
e
=en
0
r
m
e
2kT
e
exp

e
0
kT
e

Z
0
 1
v
x
exp

 
1
2
m
i
v
x
2
kT
i

dv
x
=  en
0
r
kT
e
2m
e
exp

e
0
kT
e

:
On a bien dans les deux as :
lim
x!L
n

(x) = n
0
;
et l'on retrouve bien un plasma neutre a l'inni.
En imposant kT
i
= kT
e
= kT , la harge totale est donnee par :
eN(x;(x)) =e(n
i
(x)  n
e
(x)) =
  en
0

2

1 
1

atan

d
x

sh

e(x)
kT

+
1

atan

d
x

 
exp

 e(x)
kT

erf
 
r
 
e(x)
kT
!
+ exp

e(x)
kT

erf
 
r
e((x)  
0
)
kT
!!#
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Le probleme se ramene alors a une equation de Poisson non lineaire :
 
d
2

dx
2
=
e

0
N(x;(x)); 8x 2℄0; L[
(0) = 
0
=  
kT
e
e
ln
 
r
kT
e
m
i
kT
i
m
e
!
(L) = 0
(3.26)
Numeriquement on utilise un algorithme de Newton base sur une disretisation
par dierenes nies de l'equation (3.26), de maniere analogue qu'en 3.1.2.
3.2.3 Resultats numeriques
On donne ii les resultats obtenus pour une portion de plan baignant dans
un plasma de densite n
0
= 110
8
m
 3
et de temperature kT
i
= kT
e
= 200eV .
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X
N e
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0
1
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3
4
5
x 108 Charge d’espace
X
N i
−
N e
Nous pouvons onstater que nous avons bien reussi a imposer la neutralite
a l'inni et que ela nous a permis d'obtenir un algorithme onvergent. Le
potentiel d'equilibre etant negatif, nous onstatons sur les densites de parti-
ules, que la plaque repousse bien les eletrons et attire les ions.
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L'equation (3.26) nous donne 
0
=  751V , la harge surfaique est
donnee par : 
s
=

x
(0) =  9:68  10
12
Cm
 2
.
Dans le but d'une omparaison des modeles 1D nous donnons les resultats
obtenus pour une portion de plan baignant dans un plasma prohe des ondi-
tions magnetospheriques, soit de densite n
0
= 1  10
6
m
 3
et de temperature
kT
i
= kT
e
= 12000eV .
0 2000 4000 6000 8000 10000
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N e
L'equation (3.26) nous donne 
0
=  45090V .
Dans haun des deux as tests, apres onvergene de notre algorithme de
Newton, nous onstatons une allure de potentiel satisfaisante. Les formules
expliites pour les densites ioniques et eletroniques, permettent d'obtenir
es densites. Le potentiel d'equilibre est environ de 3:75 fois la temperature
eletronique prise en eV , e qui est donne expliitement et de l'ordre de
grandeur attendu, soit quelque fois la temperature eletronique.
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3.2.4 Resultat mathematique d'existene
En introduisant la fontion N :
N : IR
3
 ! IR
(x; ;  ) p ! N
i
()n
i
(x;  ) +N
e
()n
e
(x;  )
Ave :
n
i
: IR
2
 ! IR
(x;  ) p !

1 
1

atan

d
x

 
1

artan

d
x

erf
 
r
 e 
kT i
1I
f 0g
!
n
e
: IR
2
 ! IR
(x;  ) p !

1 
1

atan

d
x

+
1

atan

d
x

erf
 
r
e(   
0
)
kTe
1I
f 
0
g
!
N
i
: IR  ! IR
 p !
en
0

0
exp
 
 
e
kT i

N
e
: IR  ! IR
 p !  
en
0

0
exp
 
e
kTe

(3.27)
On s'interesse a la resolution du probleme :
(P :)









 (x)= N(x;(x);(x))
(0) = 
0
(L) = 0
Remarquons que la fontion  ! N(x;(x);(x)) n'est pas onvexe.
Nous ne pouvons utiliser des arguments lassique de minimisation onvexe.
Pour obtenir un resultat d'existene nous allons utiliser le theoreme de Shau-
der :
Theoreme de Shauder ( f. [4℄ ). Soit B un espae de Banah et C une
parti onvexe fermee non vide et T : C ! C ontinue, telle que T (C) soit
relativement ompat. Alors T admet un point xe.
Il suÆt alors de trouver l'appliation T et la partie C onvexe fermee
non-vide C.
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On ommene par etablir le resultat suivant :
Lemme 1. Soit 
i
; 
e
2 C
0
([0; L℄) qui verient 8x 2 [0; L℄




0  
i
(x)  1
0  
e
(x)  1
9 2 C
0
([0; L℄);









 (x) = 
i
(x)N
i
((x)) + 
e
(x)N
e
((x))
= M(x;(x)) dans D
0
(℄0; 1[)
(0) = 
0
(L) = 0
Demonstration. Nous allons montrer tout d'abord que e probleme est equivalent
a un probleme de minimisation onvexe. Des arguments en theorie de l'opti-
misation nous donneront alors le resultats.
En introduisant
~
 la fontion denie par x p!

0
L
(L  x) et U par  
~
,
nous ommenons a montrer par une tehnique de relevement que le probleme
est equivalent a la formulation variationnelle posee dans H
1
0
(℄0; L[) :
(P
f:v:
) :







9U 2 H
1
0
(℄0; L[);8V 2 H
1
0
(℄0; L[)
Z
L
0
rU(x):rV (x)dx 
Z
L
0
M(x; U(x) +
~
)V (x)dx = 0
La ontinuite de U puis de  s'obtient par injetion de Sobolev deH
1
0
(℄0; L[)
dans C
0
([0; L℄).
On introduit la fontion V :
(x; y) p ! V(x; y) =  
Z
y
0
M(x; t +
~
(x))dt
Du fait que 8x 2 [0; L℄; t p!  M(x; t +
~
(x)) est roissante, 8x 2 [0; L℄; t p!
V(x; t) est onvexe.
Lemme 2. La formulation variationnelle P
f:v:
est equivalente au probleme
de minisation :
P
min
:





9U 2 H
1
0
(℄0; L[);
J(U) = Inf
V 2H
1
0
(℄0;L[)
J(V );
ave la fontionnelle J :
J(U) =
1
2
Z
L
0
jrU(x)j
2
dx +
Z
L
0
V(x; U(x))dx:
Ce probleme a une solution unique.
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Demonstration. Soit U 2 H
1
0
(℄0; L[), solution de P
f:v:
alors 8V 2 H
1
0
(℄0; L[) ;
0 =
Z
L
0
rU(x):r(V (x)  U(x))dx 
Z
L
0
M(x; U(x) +
~
(x)):(V (x)  U(x))dx

1
2
Z
L
0
krU(x)k
2
dx 
1
2
Z
L
0
krV (x)k
2
dx +
Z
L
0
V(x; U(x))dx 
Z
L
0
V(x; V (x))dx;
par onvexite de t! t
2
=2 et de t p! V(x; t):
Don, 8V 2 H
1
0
(℄0; L[); J(U)  J(V ).
Et U est bien solution de P
min
.
Reiproquement. On a tout d'abord failement, U p! J(U) onvexe.
On erit J sous la forme J
1
+ J
2
ave :
J
1
:U p!
1
2
Z
L
0
krU(x)k
2
dx
J
2
:U p!
Z
L
0
V(x; U(x))dx
J
1
est une norme hermitienne equivalente a la norme H
1
0
(℄0; L[) don J
1
est
ontinue. De plus
J
1
(U + tV )  J
1
(U) = t
Z
L
0
rU(x):rV (x) +
t
2
2
Z
L
0
rV (x)rV (x)dx:
Don J
1
est 2 fois Gateau-dierentiable ave :
J
0
1
(U):V =
Z
L
0
rU(x):rV (x)dx;
J
00
1
(U):V:W =
Z
L
0
rV (x):rW (x)dx:
De plus, kJ
00
1
(U):V:V k = kV k
2
H
1
0
(℄0;L[)
don J
1
est  onvexe, Gateau-
dierentiable et ontinue.
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Montrons maintenant que J
2
est ontinue :
Soit (U
n
) une suite tendant vers U dans H
1
0
(℄0; L[), il existe (U
n
k
) une
sous-suite extraite de (U
n
) telle que : U
n
k
p:p:
  ! U .
CommeM(:; :) est ontinue sur [0; L℄IR, V(:; :) est ontinue sur [0; L℄IR
et V(:; U
n
k
(:))
p:p:
  ! V(:; U(:)).
Par injetion de Sobolev U 2 C
0
([0; L℄). Et au moins a partir d'un ertain
rang (U
n
k
) est bornee ( par K).
Et,
jV(x; U
n
k
(x))j 
Z
K
0



M(x; t +
~
)



dt

Z
K
0



N
i
(t+
~
)



+



N
e
(t +
~
)



dt
ar 
i
; 
e
2 [0; 1℄
 K
0
2 L
1
([0; 1℄);
ar (t; x)! N
i;e
(t +
~
(x)) est ontinue sur [0; K℄ [0; L℄:
Don par le theoreme de onvergene dominee de Lebesgue, J
2
(U
n
k
) !
J
2
(U). Et on a en fait onvergene pour toute la suite.
Don J
2
est ontinue.
Montrons maintenant que J
2
est Gateau-dierentiable :
Soit U; h 2 H
1
0
(℄0; L[), omme M(:; :) est ontinue sur [0; L℄  IR;V(:; :)
est de lasse C
1
sur [0; L℄ IR: Et
1
t
V(:; U(:) + t h(:))
p:p:
  !
t!0
 M(:; U(:) +
~
(:)):h(:):
De plus, U et h sont de lasse C
0
par injetion de Sobolev, don bornees.
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On note m
u
 U M
u
et m
h
 h M
h
. On a don :




1
t
(V(x; U(x) + t:h(x))  V(x; U(x)))





1
t
Z
M
u
+tM
h
m
u



M(x; t +
~
(x))



dt


M
u
 m
u
t
+M
h

K 2 L
1
([0; L℄):
Et toujours par le theoreme de Lebesgue,
1
t
(J
2
(U + t:h)  J
2
(U))!  
Z
L
0
M(U(x) +
~
):h(x)dx:
Et J
2
est ontinue, onvexe et Gateau-dierentiable de derivee.
J
0
2
(U):h =  
Z
L
0
M(U(x) +
~
):h(x)dx:
Don J = J
1
+ J
2
est  onvexe ontinue et Gateau-dierentiable sur
H
1
0
(℄0; L[) ar 'est la somme de fontions onvexes ontinues et Gateau-
dierentiables dont l'une est  onvexe. Don J admet don un minimum
unique U 2 H
1
0
(℄0; L[) veriant :
8V 2 H
1
0
(℄0; L[); J
0
(U):(V   U)  0:
Don,
9!U 2 H
1
0
(℄0; L[); J
0
(U):V = 0
=
Z
L
0
rU(x)rV (x) 
Z
L
0
M(x; U(x) +
~
)V (x)dx = 0
) P
f:v:
:
On a don P
f:v:
, P
min
, ainsi que l'existene et l'uniite d'une solution.
Et on a montre au passage que P
min
admet une solution unique U qui
est dans C
0
([0; L℄) par injetion de Sobolev.
Et  = U +
~
 est l'unique solution de lasse C
0
([0; L℄) veriant :







 (x) =M(x;(x)) dans D
0
(℄0; 1[);
(0) = 
0
;
(L) = 0:
Ce qui termine la demonstration.
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On introduit maintenant 
e
et 
i
les solutions de :







 

= N

(

)


(0) = 0


(L) = 0
D'apres le lemme 1, on a leur existene et uniite. ( Il suÆt de prendre

e
 1 et 
i
 0 pour 
e
et 
i
 1 et 
e
 0 pour 
i
). Celles-i sont de plus
de lasse C
1
([0; 1℄). De plus,







 
i
0   
e

i
(0) = 
e
(0)

i
(L) = 
e
(L)
Don par le prinipe du maximum, 8x 2 [0; L℄;
i
(x)  
e
(x). On notera
I
e
= Inf(
e
) et S
i
= Sup(
i
).
Lemme 3. Soit  2 C
0
([0; L℄) veriant







 (x)  N
i
((x))
(0) = 
0
(L) = 0
alors,   
i
.
Demonstration. On utilise la methode de Stampahia :
On introduit
G 2 C
1
(IR);G(x) =
(
0 si x  0
> 0 si x > 0
et G roissante.
On a :
0 
Z
L
0
r
2
((x)  
i
(x)):G
0
((x)  
i
(x))dx
=  
Z
L
0
((x)  
i
(x)):G((x)  
i
(x))dx

Z
L
0
(N
i
((x)) N
i
(
i
(x))):G((x)  
i
(x))dx
 0
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Don
Z
L
0
(N
i
((x)) N
i
(
i
(x))):G((x)  
i
(x))dx = 0
Et omme, 
i
(x);(x) 2 C
0
(℄0; L[)
(N
i
((x)) N
i
(
i
(x))):G((x)  
i
(x)) 2 C
0
(℄0; L[)
)8x 2 [0; L℄; G((x)  
i
(x)) = 0 ou (x) = 
i
(x)
)8x 2 [0; L℄;(x)  
i
(x)
Lemme 4. Soit  2 C
0
([0; L℄) veriant







 (x)  N
e
((x))
(0) = 
0
(L) = 0
alors   
e
.
Demonstration. On proede de me^me que preedemment :
0   
Z
L
0
r
2
((x)  
e
(x))G
0
(
e
(x)  (x))dx
=  
Z
L
0
((x)  
e
(x)):G(
e
(x)  (x))dx

Z
L
0
(N
e
((x)) N
e
(
e
(x))):G(
e
(x)  (x))dx
 0
Don
Z
L
0
(N
e
() N
e
(
e
)):G(
e
(x)  (x)) = 0
Et 8x 2 [O;L℄;(x)  
e
(x)
On introduit alors l'ensemble C = f 2 C
0
([0; L℄); 
e
   
i
g
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Remarque 1. Si ;	 2 C
0
([0; L℄); trivialement N(:;	(:);(:)) 2 C
0
([0; L℄).
Et 8x 2 [0; L℄; N
e
((x))  N(x;	(x);(x))  N
i
((x))
Ce deuxieme point vient du fait que :
8x 2 [0; L℄;
0  erf
 
r
 
e	(x)
kT i
1I
f	(x)0g
!
 1
0  erf
 
r
e(	(x)  
0
)
kT i
1I
f	(x)
0
g
!
 1
Et 0 
1

artan

d
x


1
2
:
Nous pouvons alors annoner le lemme permettant de onstruire l'appli-
ation pour le point xe.
Lemme 5. Soit 	 2 C, alors 9! 2 C solution de :
(P
p:f:
)







 (x) = N(x;(x);	(x));
(0) = 
0
;
(L) = 0:
Demonstration. Gra^e a la remarque preedente et en appliquant le lemme
1 ave

i
(:) = n
i
(:;	(:)) 2 C
0
([0; L℄);

e
(:) = n
e
(:;	(:)) 2 C
0
([0; L℄):
On a :
9! 2 C
0
([0; L℄) solution de : (P
p:f:
):
Et d'apres la remarque 1,
N
e
((x))   (x)  N
i
((x)):
Don d'apres les lemmes 3 et 4 
e
   
i
et  2 C.
On est alors en mesure d'introduire l'operateur L permettant de realiser
le point xe :
C ! C
	 p! L(	) =  solution unique de P
p:f:
:
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Lemme 6. L est ontinue de C, C pour la toplogie C
0
([0; L℄).
Demonstration. Trivialement, N(:; :; :) est ontinue sur [O;L℄  [I
e
; S
i
℄ 
[I
e
; S
i
℄ don est uniformement ontinue, et :
8 > 0; 9 > 0; 8x; y; 8z; z
0
; jz   z
0
j < ; jN(x; y; z) N(x
0
; y
0
; z
0
)j  :
Soit 	
n
C
 ! 	 et soit  > 0;
9N > 0; 8n > N ; 8x 2 [O;L℄; j	
n
(x) 	(x)j  
)9N > 0; 8n > N ; 8x 2 [O;L℄; jN(x;(x);	
n
(x)) N(x;(x);	(x))j  :
Don 	! N(:;(:);	(:)) est ontinue de C dans C
0
([0; L℄).
Soit (	
n
) une suite tendant vers 	 dans C. On a :
N(x;(x);	
n
(x))
L
2
 ! N(x;(x);	(x))
et L(	
n
)
H
1
(℄0;L[)
     ! L(	):
D'apres la ontinuite de l'inverse du laplaien. Et par injetion ompate de
Sobolev, il existe une sous-suite extraite (	
n
k
) de (	
n
) telle que L(	
n
k
)
C
 !
L(	). La limite etant unique, on a en fait onvergene pour toute la suite.
Et, L est don ontinue de C ! C.
Lemme 7. L(C) est relativement ompat dans C.
Demonstration. Nous utilisons le theoreme d'Asoli, que nous rappelons ii :
Theoreme d'Asoli ( f. [4℄ ). Soit K un espae metrique ompat et soit
H un sous-ensemble borne de C(K). On suppose que H est uniformement
equiontinu. Alors H est relativement ompate dans C(K).
Pour montrer que L(C) est borne et uniformement equiontinue, on proede
de maniere analogue a Greengard et Raviard dans [16℄ :
N(:; :; :) etant ontinue sur [0; L℄  [I
e
; S
i
℄  [I
e
; S
i
℄, elle est bornee, on
notera kNk
1
sa norme.
En utilisant la representation integrale de L(	) on a :
L(	)(x) =

0
L
(L  x) 
Z
L
0
G(x; y)N(y;(y);	(y))dx
ave G(x; y) =
(
x(1 
y
L
) si 0  x  y;
y(1 
x
L
) si y  x  1:
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Don 8x 2 [O;L℄
jL(	)(x)j 

0
L
(L  x) + kNk
1
Z
L
0
G(x; y)dy
=

0
L
(L  x) + kNk
1
1
2
(x  L)
2
+
LX
2
 K:
Et L(C) est bornee dans C.
De plus 8x 2 [0; L℄

x
(L(	)(x)) = 

0
L
 
Z
L
0
G
x
(x; y)N(y;(y);	(y))dy
)





x
(L(	)(x))






0
L
+ kNk
1
(x 
L
2
)  K
0
:
Don
8 2 C; 8	 2 C; 8x; y 2 [0; L℄; jL()(x)  L(	)(y)K
0
j  jx  yj :
Et L(C) est uniformement equiontinue.
Don par le theoreme d'Asoli L(C) est uniformement ompat dans C.
Nous sommes alors en mesure d'annoner le theoreme d'existene :
Theoreme 1. Il existe au moins une solution  de :
(P :)









 (x)= N(x;(x);(x))
(0) = 
0
(L) = 0
ou N(x;(x);(x)) est denit par (3.27)
Demonstration. Il reste a s'assurer que C est une partie onvexe non-vide
du Banah C
0
([0; L℄) pour pouvoir appliquer le theoreme 3.2.4. Cela etant
trivial les lemmes 6 et 7 fournissant le reste des hypotheses.
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3.3 Modele stationnaire de harge d'une sphere
On s'interesse au modele de harge d'une sphere de rayon R de ondu-
teur parfait baignant dans un plasma neutre et maxwellien.
Nous nous plaons dans l'ouvert O deni par :
O = IR
3
nB(0; R)
Et on notera  
R
= S(0; R) de normale exterieure 
R
=
x
jxj
.
En indexant par  (= i pour les ions et e pour les eletrons), le modele
mathematique derivant l'etat stationnaire des partiules est alors donne par
l'equation de Vlasov :
8x 2 O; 8v 2 IR
3
;
v:r
x
f

(x; v)  

er
x
(x)
m

:r
v
f

(x; v) = 0
(3.28)
ou  = i ou e.
Les onditions limites proviennent, pour ette equation, d'une part de la
neutralite a l'inni :
8v 2 IR
3
; lim
kxk!+1
f

(x; v) = g(v)
(3.29)
et d'autre part des onditions sur la sphere : ( Pour les reemissions, nous
ne onsiderons uniquement les eletrons retrodiuses et es reemissions seront
supposees speulaires, f. 2.1.3.3 )
8x; k x k= R; 8v 2 IR
3
; v:
R
> 0;
f
e
(R; v) =  Æ
bak
(v
2
; ):f
e
(R; v   2
R
(v:
R
))f
i
(R; v) = 0
(3.30)
De plus, la harge surfaique de la sphere etant onstante, on veut imposer
sur elle-i la nullite du ourant total. Soit :
8x; k x k= R;
Z
v2IR
3
(f
i
(x; v)  f
e
(x; v)) v:
R
d
3
v = 0
(3.31)
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En introduisant les densites des ions et des eletrons, n
i
(x) et n
e
(x)
denies par :
n

=
Z
v
f

(x; v)dv
les equations de Vlasov sont ouplees a l'equation de Poisson, donnant le
potentiel eletrostatique .
  =
e

0
(n
i
(x)  n
e
(x));
lim
kxk!+1
(x) = 0;
(3.32)
ou 
0
est la permittivite du vide.
Dans la prevision de l'approximation numerique nous ramenerons la ondi-
tion limite a l'inni a une distane de l'ordre de quelque longueur de Debye,
soit p
d
.
La ondition limite devient alors :
8x 2  
p
d
(x) = 0
3.3.1 Modelisation et adimensionnement du probleme
L'adimensionnement se fait de maniere analogue a la sous-setion 2.2.2.1.
Le systeme de Vlasov-Poisson stationnaire adimensionne s'erit :
8~x 2
~

; 8~v 2 IR
3
;
~v:r
~x
~
f
i
(~x; ~v)  r
~x
~
(~x):r
~v
f
i
(~x; ~v) = 0;
~v:r
~x
~
f
e
(~x; ~v) +r
~x
~
(~x):r
~v
f
e
(~x; ~v) = 0;
 
2

~x
~
 = ~n
i
  ~n
e
, ~n

=
Z
~v2IR
3
~
f

(~x; ~v)d
3
~v:
(3.33)
ou :
 =
m
e
m
i
, et  =

d
D
:
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Ave les onditions limites :
8~x 2  
p
; 8~v 2 IR
3
; ~v:
p
> 0;
~
f

(~x; ~v) = ~g

(~x; ~v):
8~x 2  
1
; 8~v 2 IR
3
; ~v: > 0;
~
f
e
(~x; ~v) =  
~
Æ
bak
(~v
2
; ):
~
f
e
(1; ~v   2(~v:))
~
f(~x; ~v) = 0:
8~x 2 S(0; 1);
Z
~v2IR
3
(
~
f
i
(~x; ~v) 
~
f
e
(~x; ~v))~v::
8~x 2  
p
~
(~x) = 0:
Par la suite, on notera X les grandeurs adimensionnees
~
X.
3.3.1.1 Calul des densites et ourants par la methode des a-
rateristiques
Nous presentons ii un moyen de aluler, pour un potentiel xe donne,
les densites de partiules.
En passant en oordonnees spheriques, la symetrie du probleme permet
d'erire que f

ne depend que de r; v
r
; v
?
et que  ne depend que de r, ou
r = kxk, v
r
= v:x=r et v
?
= v   v
r
x=r.
Les fontions de repartition sont onstantes sur les trajetoires des parti-
ules denies par la onservation de l'energie totale et du moment inetique :
1
2
(v
2
r
+ v
2
?
) + C

(r) = E
rv
?
= J
(3.34)
ou C
e
=  1 pour les eletrons et C
i
=  pour les ions. E et J sont
onstants.
En un point donne (r
0
; v
r
0
; v
?
0
) pour determiner la valeur de f

on doit
determiner si la arateristique provient de l'inni ou de la boule. En notant
(r; v
r
; v
?
) le point mobile de ette arateristique, on a :
v
r
2
0
+ v
?
2
0
+ 2C

(r
0
) = v
r
2
+ v
?
2
+ 2C

(r) = E
r
0
:v
?
0
= r:v
?
= J
(3.35)
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O
r
Vr
1
2
1’
3
4
f fixe par
les reemissions
a l’infini
par la condition
f fixe
En admettant une regularite suÆsante sur le potentiel, on admettra que :
 Si v
r
2
ne s'annule ni pour r < r
0
, ni pour r > r
0
, la arateristique vient
de la boule pour rejoindre l'inni pour les valeurs de v
r
positives (zone 1).
Elle vient de l'inni et atteint la boule pour les valeurs de v
r
negatives (zone
1
0
).
 Si v
r
s'annule uniquement pour r < r
0
, la arateristique est issue de
l'inni et va vers l'inni ( zone 2 ).
 Si v
r
s'annule uniquement pour r > r
0
, la arateristique est issue de la
boule et se retourne sur la boule ( zone 3 ).
 Si v
r
s'annule a la fois pour r > r
0
et pour r < r
0
, la arateristique est
referme. Elle n'atteint ni la boule ni l'inni ( zone 4 ).
On a :
v
r
2
= v
r
0
2
+ v
?
0
2
(1 

r
0
r

2
) + 2C

((r
0
)  (r)): (3.36)
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Pour determiner dans quelle zone se trouve la arateristique passant par
r
0
, on introduit :
	

(r) =  v
2
?
(1 

r
0
r

2
)  2C

((r
0
)  (r)) (3.37)
Et
V
d

(r
0
; v
?
0
) = Sup
r>r
0
(	

(r); 0)
V
g

(r
0
; v
?
0
) = Sup
r<r
0
(	

(r); 0)
Si v
r
0
2
> V
d

(r
0
; v
?
0
), 8r > r
0
; v
2
r
= v
r
0
2
+ 	

(r) > 0 Alors la a-
rateristique atteint l'inni.
Si v
r
0
2
< V
d

(r
0
; v
?
0
), 9r > r
0
; v
2
r
= v
r
0
2
+ 	

(r) = 0 Alors la a-
rateristique n'atteint pas l'inni.
De me^me, si v
r
0
2
> V
g

(r
0
; v
?
0
), alors la arateristique provient de la
boule.
Et si v
r
0
2
< V
g

(r
0
; v
?
0
), alors la arateristique ne provient pas de la
boule.
Don, si v
r
0
2
> V
d

(r
0
; v
?
0
) et v
r
0
2
> V
g

(r
0
; v
?
0
), pour les valeurs de
v
r
0
< 0, nous sommes dans la zone 1
0
, f est impose par la ondition a l'inni,
soit :
f

(r; v
r
0
; v
?
0
) = g

(v
r
0
2
+ v
?
0
2
+ 2C

(r
0
))
et si v
r
0
> 0, nous sommes dans la zone 1, f est impose par les reemissions,
soit :
f
e
(r
0
; v
r
0
; v
?
0
) = Æ
bak
(v
r
0
2
+ v
?
0
2
(1  r
0
2
); os())
 
1
2

3
2
exp

 
v
r
0
2
+v
?
0
2
2
+ (r
0
)

f
i
(r
0
; v
r
0
; v
?
0
) = 0
ou  est l'angle d'impat des partiules sur la sphere, on a
os() =
s
v
r
2
v
r
2
+ v
?
2
=
s
v
r
0
2
+ v
?
0
2
(1  r
0
2
) + 2((r
0
)  (1))
v
r
0
2
+ v
?
0
2
+ 2((r
0
)  (1))
Si v
r
0
2
> V
d

(r
0
; v
?
0
) et v
r
0
2
< V
g

(r
0
; v
?
0
), nous sommes dans la zone 2,
pour les valeurs de v
r
0
< 0 et v
r
0
> 0, f est impose par la ondition a l'inni.
f

(r
0
; v
r
0
; v
?
0
) = g

(v
r
0
2
+ v
?
0
2
+ 2C

(r
0
))
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Sinon nous sommes dans la zone 3 ou 4 et f est nul.
On alule les densites en integrant sur l'ensemble des vitesses par :
n

(r
0
) =
Z
2
0
Z
v
?
0
0
Z
v
r
0
2IR
v
?
0
f

(v
r
0
; v
?
0
)dv
r
0
dv
?
0
d (3.38)
En notant
V
m1
= Max(
p
V
d

(r
0
; v
?
0
);
p
V
g

(r
0
; v
?
0
))
V
m2
=
p
V
d

(r
0
; v
?
0
)
V
M
=
p
V
g

(r
0
; v
?
0
)
On a pour les eletrons :
n
e
=2 exp ((r
0
)):
Z
v
?
0
0
v
?
0

Z
v
r
0
>V
m1
exp

 
v
r
0
2
+ v
?
0
2
2

(1 + Æ
bak
(v
r
0
2
+ v
?
0
2
(1  r
0
2
); os()))dv
r
0
+2
Z
V
M
v
r
0
=V
m2
exp

 
v
r
0
2
+ v
?
0
2
2

dv
r
0

dv
?
0
=2 exp ((r
0
))

Z
v
?
0
0
v
?
0
r

2
exp

 
v
?
0
2
2

1  erf

V
m1
p
2

+ erf

V
M
p
2

  erf

V
m2
p
2

dv
?
0
+
Z
v
?
0
0
Z
v
r
0
>V
m1
v
?
0
exp

 
v
r
0
2
+ v
?
0
2
2

Æ
bak
 
v
r
0
2
+ v
?
0
2
(1  r
0
2
); os()

dv
r
0
dv
?
0

Et pour les ions :
n
i
=2 exp ( (r
0
)):
Z
v
?
0
0
v
?
0

Z
v
r
0
>V
m1
exp

 
v
r
0
2
+ v
?
0
2
2

dv
r
0
+2
Z
V
M
v
r
0
=V
m2
exp

 
v
r
0
2
+ v
?
0
2
2

dv
r
0
=2 exp ( (r
0
))

Z
v
?
0
0
v
?
0
r

2
exp

 
v
?
0
2
2

1  erf

V
m1
p
2

+ erf

V
M
p
2

  erf

V
m2
p
2

dv
?
0

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De me^me, on alule les ourants inidents a la sphere, en integrant sur
l'ensemble des vitesses determine a r
0
= 1 :
J

= 

Z
2
0
Z
v
?
0
0
Z
v
r
0
0
v
?
0
v
r
0
f

(v
r
0
; v
?
0
)dv
r
0
dv
?
0
d (3.39)
On a pour les eletrons :
J
e
=  2 exp ((r
0
))
Z
v
?
0
0
v
?
0
Z
v
r
0
>V
m1
v
r
0
exp

 
v
r
0
2
+ v
?
0
2
2

(1  Æ
bak
(v
r
0
2
+ v
?
0
2
(1  r
0
2
); os()))dv
r
0
dv
?
0
=  2 exp ((r
0
))
Z
v
?
0
0
v
?
0
exp

 
V
m1
2
+ v
?
0
2
2

dv
?
0
 
Z
v
?
0
0
Z
v
r
0
>V
m1
v
?
0
v
r
0
exp

 
v
r
0
2
+ v
?
0
2
2

Æ
bak
(v
r
0
2
+ v
?
0
2
(1  r
0
2
); os()))dv
r
0
dv
?
0
(3.40)
Et pour les ions :
J
i
= 2 exp ( (r
0
))
Z
v
?
0
0
v
?
0
Z
v
r
0
>V
m1
v
r
0
exp

 
v
r
0
2
+ v
?
0
2
2

dv
r
0
dv
?
0
= 2 exp ( (r
0
))
Z
v
?
0
0
v
?
0
exp

 
V
m1
2
+ v
?
0
2
2

dv
?
0
(3.41)
 Remarque Pour les eletrons, dans l'hypothese ou  est roissante,
la fontion 	
e
, donnee par (3.37), est deroissante. On a alors :
V
d
e
= 0; V
g
e
=  v
?
0
2
(1  r
0
2
) + 2((r
0
)  (1))
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Et, en notant  = (r
0
)  (1), et en negligeant les reemissions :
n
e
(r
0
) = 2 exp((r
0
))
Z
v
?
0
0
 
Z
v
r
0
>
p
v
?
0
2
(r
0
2
 1)+2
v
?
0

1
2

3
2
exp

 
v
r
0
2
+ v
?
0
2
2

dv
r
0
+2
Z
p
v
?
0
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Nous voulons alors trouver  veriant (3.31) et (3.32). Dans le but de
resoudre e probleme numeriquement. Nous allons resoudre le probleme de
maniere pseudo-stationnaire en disretisant l'equation de onservation de la
harge surfaique du satellite :

t

s
= J
e
+ J
i
Si la onvergene est atteinte, nous aurons a l'equilibre :
J
e
+ J
i
= 0
Nous rappelons alors, les equations que nous devrons resoudre pour le
potentiel :
 
1
r
2

r
2
 
r
2
(r)

= (n
i
(r)  n
e
(r))
d
dr
(1) =  
s
(p) = 0
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3.3.1.2 Resolution numerique
Dans la sous-setion preedente, nous avons exprime densite et ourants
en fontion du potentiel. Pour aluler numeriquement eux-i, il faut alu-
ler les integrales (3.38) et (3.39) sur une disretisation spatiale de [1;+1[. De
me^me qu'en 3.1.1.1 on se ramene a l'intervalle [1; L℄ ou L represente quelques
longueurs de Debye.
On denit (r
j
)
j2[1;N
x
℄
N
x
points de disretisation de l'intervalle [1;+1[.
Pour aluler les densites et ourants on utilise une methode d'integration
numerique lassique. Par exemple, pour la densite ionique :
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Cela nous permettra alors de resoudre l'equation de Poisson ave une
ondition limite de Neumann par dierenes nies, de maniere analogue a
3.1.2.
Connaissant le potentiel spatial , on alule les densites et les ourants
inidents par integration numerique. Les ourants nous permettent alors de
aluler l'inrement de harge surfaique 
s
repartie sur la sphere par la
disretisation de l'equation de ontinuite.
Ainsi, nous obtenons  qui nous permet d'iterer suessivement jusqu'a
l'obtention de l'equilibre ou (3.31) et (3.32) sont veriees.
3.3.1.3 Resultats numeriques
Nous donnons ii les resultats obtenus sur une sphere de rayon 10m
plongee dans un plasma de densite 10
6
m
 3
et de temperature 10keV .
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Ces resultats sont obtenus apres onvergene de notre algorithme pseudo-
stationnaire. Le potentiel d'equilibre est d'environ  25000V . Nous retrou-
vons quelque fois la temperature eletronique et son inuene sur les densites
de partiules. Des aluls numeriques eetues par Laframboise [18℄ donnent
les expressions des ourants olletes par une sonde spherique a un potentiel
negatif, dans le adre de gaine innie R << 
d
non ollisionnelle :
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J
e
=  en
0
r
kT
e
2m
e
exp

e(x)
kT
e

J
i
= en
0
r
kT
i
2m
i

1 
e(x)
kT
i

Ces expressions sont elles utilisees par les aniennes versions du logiiel
NASCAP ( f [9℄ ). Pour le ourant eletronique, la remarque preedente
dans le adre de l'hypothese ou  est roissante nous donne la me^me ex-
pression. Nous n'avons neanmoins pas pousse les aluls et approximations
suÆsamment loin pour retrouver l'expression du ourant d'ions. Neanmoins,
nous omparons sur la gure suivante les ourants alules par Laframboise
dans e as et nos approximations numeriques ( J
iN
et J
eN
).
0.99
1
1.01
1.02
1.03
1.04
1.05
1.06
1.07
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
Je/JeN
0.97
0.975
0.98
0.985
0.99
0.995
1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
Ji/JiN
Nous donnons i-dessus les ourants alules par notre modele divises par
eux de Laframboise. Nous onstatons de bonnes approximations. De plus,
en resolvant l'equation J
e
+ J
i
= 0, nous retrouvons le potentiel d'equilibre
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obtenu : environ  25000V .
3.4 Comparaison des modeles 1D
3.4.1 Tableau reapitulatif
On donne ii la omparaison des dierents modeles, elui de G.Akoun, le
modele de Vlasov-Poisson unidimensionnel ave reuperation de neutralite,
le as spherique. On indique les potentiels et les harges surfaiques adimen-
sionnees obtenu dans haque as a l'equilibre, et pour dierentes valeurs du
parametre L=
d
. L vaudra soit 1 dans le as du modele de Gilles Akoun, soit
D la largeur de la plaque pour le modele 1D ave reuperation de neutralite,
soit R le rayon de la boule pour le modele spherique. Dans tous les as, les
grandeurs d'adimensionnement 
th
e
et  sont respetivement
kT
e
e
et

0

th
e
L
, et
l'on neglige l'eet des reemissions.
Akoun 1D plan 1D spherique

d
=L 
0
=
th
e

s
= 
0
=
th
e

s
= 
0
=
th
e

s
=
5 -1.99 -0.54 -3.76 -5.11 -2.51 -3.78
10 -1.99 -0.54 -3.76 -6.40 -2.51 -3.96
100 -1.99 -0.54 -3.76 -8.30 -2.51 -4.44
On onstate que les resultats dependent fortement du modele onsidere
neanmoins l'adimensionnement du modele presente en 2.2.2.1 est oherent.
Une autre modelisation pour la dynamique des ions est interessante a
etudier : 'est le modele uide isotherme. C'est l'objet de la setion suivante.
3.5 Modelisation uide
Dans le adre de la harge en milieu plasmique, on introduit ii un nou-
veau modele. Dans ette partie nous onsiderons un modele de type uide
pour derire le mouvement des ions ; on supposera pour ela que le plasma
d'ions est suÆsamment ollisionnel. Les eletrons seront toujours supposes
a haque instant a l'equilibre. Nous onsidererons 2 geometries ramenees au
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adre unidimensionnel, la premiere orrespondant a la harge d'une plaque
innie, la seonde a la harge d'une sphere. Plaons-nous tout d'abord dans
un adre general.
3.5.1 Le systeme d'Euler-Poisson
Nous nous plaons dans l'ouvert O = IR
3
n
 ou 
 est le ferme representant
le satellite. Et on notera 
 la surfae delimitant 
.
3.5.1.1 Modelisation des ions
Le modele uide utilise pour derire l'evolution des ions est le systeme
d'Euler isotherme. On onsidere pour ela que le plasma d'ions est assimilable
a un gaz parfait a temperature onstante. Sa loi d'etat est donnee par :
p
i
= n
i
kT
i
ou p
i
est la pression du gaz, n
i
sa densite volumique, T
i
sa temperature im-
posee onstante et k la onstante de Boltzmann.
Celui-i est obtenu a partir de l'equation de Vlasov 'ollisionnelle' :
f
i
t
(t; x; v)+v:r
x
f
i
(t; x; v) 
e
m
i
r
x
(t; x):r
v
f
i
(t; x; v) =

f
i
t

oll
(3.42)
ou x, v, m
i
, f
i
sont position, vitesse, masse et fontion de repartition des
ions, t est le temps et  le potentiel eletrostatique.

f
i
t

oll
est l'operateur de ollisions qui onserve la masse et la quantite
de mouvement des partiules, on a :
Z
v

f
i
t

oll
= 0
et
Z
v
v

f
i
t

oll
= 0
(3.43)
On pourra se referer a [5℄ pour plus de detail sur elui-i.
On introduit :
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 la densite volumique :
n
i
(t; x) =
Z
v
f
i
(t; x; v)dv
 la quantite de mouvement :
n
i
u
i
(t; x) =
Z
v
vf
i
(t; x; v)dv
ou u
i
est la vitesse moyenne des ions.
 le tenseur de pression :
P
i
(t; x) = m
i
Z
v
(v   u
i
)
 (v   u
i
)f
i
(t; x; v)dv
Pour lequel on fait l'hypothese :
P
i
(t; x) = m
i
p
i
Id = m
i
n
i
kT
i
On alule les deux premiers moments de l'equation de Vlasov ollision-
nelle, ompte tenu des relations de onservations du terme de ollisions (3.43),
on obtient le systeme d'Euler isotherme ave seond membre detaille dans
[31℄ :

t
n
i
+r
x
:(n
i
u
i
) = 0

t
(n
i
u
i
) +r
x
:(n
i
u
i

 u
i
) +r
x
n
i
kT
i
m
i
=  
q
m
i
n
i
r
x

(3.44)
On voudra retrouver a l'inni un etat orrespondant a un etat maxwellien,
sur 
, on voudra exprimer le fait que les ions sont absorbes par la plaque.
Nous verrons ulterieurement omment imposer es onditions.
3.5.1.2 Modelisation pour les eletrons
Les eletrons sont supposes a haque instant a l'equilibre. Leur fontion
de distribution sera supposee onnue. On hoisira une distribution de type
Maxwell-Boltzmann, orrespondant a un plasma d'eletrons ollisionnel en
equilibre :
f
e
(x; v) = n
0

kT
e
2m
e

3
2
exp

1
2
m
e
v
2
+ e(x)
kT
e

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Cela nous permet de aluler leur densite spatiale ainsi que le ourant
inident aux surfaes en fontion du potentiel eletrostatique :
n
e
(x) =
Z
v2IR
3
f
e
(x; v)dv = n
0
exp

e(x)
kT
e

8x 2 
; j
e
(x) =  e
Z
v2IR
3
; v:>0
v:f
e
(x; v)dv =  en
0
r
kTe
2m
e
exp

e(x)
kT
e

3.5.1.3 Evolution de la harge surfaique de la plaque
L'evolution de la harge surfaique est donnee par l'equation de onser-
vation de la harge 
s
aumulee en surfae, on a :
8x 2 
 ; 8t > 0

s
(t; x)
t
= j
i
(t; x) + j
e
(t; x)
ou j
e
et j
i
sont les ourants inidents a la surfae du satellite, denis par :
8x 2 
 ; 8t > 0;
j
i
(t; x) = en
i
u
i
(t; x)
j
e
(t; x) =  en
0
r
kTe
2m
e
exp

e(t; x)
kT
e

3.5.1.4 Equation de Poisson
Le potentiel eletrostatique  verie l'equation de Poisson :
 (t; x) =
e

0

n
i
(t; x)  n
0
exp

e
kT
e

r:


= 
s
sur  


lim
kxk!+1
(t; x) = 0
(3.45)
ou
n
e
(t; x) = n
0
exp

e(t; x)
kT
e

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3.5.1.5 Systeme d'Euler-Poisson / Resultats theoriques
Le systeme global obtenu est elui d'Euler Isotherme-Poisson pour les
ions ave un terme non lineaire dans l'equation de Poisson, provenant de la
densite eletronique.
Rappel du systeme global On redonne ii l'ensemble des equations for-
mant le probleme a resoudre :
8x 2 
 ; 8t > 0;

t
n
i
+r
x
:(n
i
u
i
) = 0;

t
(n
i
u
i
) +r
x
:(n
i
u
i
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) +r
x
n
i
kT
i
m
i
=  
q
m
i
n
i
r
x
;
8x 2 
 ; 8t > 0;

s
(t; x)
t
= en
i
u
i
(t; x)  en
0
r
kTe
2m
e
exp

e(t; x)
kT
e

;
8x 2 
 ; 8t > 0;
 (t; x) =
e

0

n
i
(t; x)  n
0
exp

e
kT
e

;
r:


= 
s
; sur  


;
lim
kxk!+1
(t; x) = 0:
Il existe des resultats d'existene dans la litterature pour le probleme
d'Euler Isotherme-Poisson. F.Poupaud, M. Rasle et J.P. Vila ont demontre
dans [29℄ l'existene de solution faible globale, dans le ontexte des semi-
onduteurs en une dimension d'espae, pour une seule espee de partiule
dans un fond neutralisant. La me^me methode a ete employee par S. Cor-
dier dans [8℄ pour demontre l'existene d'une solution au probleme d'Euler
Isotherme-Poisson dans le as de d'ions et d'eletrons, toujours en une di-
mension d'espae.
3.5.1.6 Adimensionnement du probleme
On onsidere un satellite ompose exlusivement de onduteur parfait.
La harge du satellite est ontro^lee prinipalement par les partiules les plus
rapides, soit par les eletrons. Les potentiels de surfae seront de l'ordre de
grandeur du potentiel thermique des eletrons, soit :
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
th
e
=
m
e
:(V
th
e
)
2
e
ou V
th
e
est la vitesse thermique des eletrons, soit
q
kT
m
e
:
Ces potentiel et vitesse seront hoisis omme grandeur d'adimensionne-
ment.
On introduit D la grandeur arateristique du probleme, T le temps
arateristique orrespondant ( T = D=V
th
e
),  la harge surfaique a-
rateristique (  = en
0
V
th
e
T ) et J le ourant arateristique ( J = en
0
V
th
e
).
On hoisit n
0
, D,  et J pour adimensionner densite, position, harge surfa-
ique et ourants respetivement.
On introduit les variables et inonnues adimensionnees :
~
t =
t
T
; ~x =
x
D
; ~u
i
=
u
i
V
th
e
; ~n
i
(
~
t; ~x) =
n
i
(t; x)
n
0
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e
(
~
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n
e
(t; x)
n
0
;
~
(
~
t; ~x) =
(t; x)

th
e
; et ~
s
(
~
t; ~x) =

s
(t; x)

:
(3.46)
Ainsi que les onstantes sans dimension :
 =
m
e
m
i
, et  =

d
D
:
Le probleme se reerit alors :
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~
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1
p
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i
(
~
t; ~x) ; 8~x 2 
; 8
~
t  0:
(3.47)
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3.5.2 Rappel sur le systeme d'Euler isotherme
Nous nous plaons ii dans le adre monodimensionnel. En prenant les
notations de [20℄, le systeme d'Euler isotherme s'erit :

t
W +

x
F (W ) = 0:
Wveriant ertaines onditions initiales et limites
(3.48)
ave
W :=

n
i
q
i

ave q
i
= n
i
u
i
et
F (W ) :=
0
B

q
i
n
i
 

2
+

q
i
n
i

2
!
:
1
C
A
En posant A la matrie jaobienne de F , on a :
A(W ) =
F (W )
W
=
2
4
0 1

2
 

q
i
n
i

2
2
q
i
n
i
3
5
:
La matrie A est diagonalisable, pour toute valeurs de W et es valeurs
propres sont reelles, le systeme est don stritement hyperbolique, les valeurs
propres sont donnees par :

1
(W ) =
q
i
n
i
   ; 
2
(W ) =
q
i
n
i
+ :
Leurs veteurs propres assoies sont :

1
=

1
q
i
n
i
  

; 
2
=

1
q
i
n
i
+ 

:
3.5.2.1 Le probleme de Riemann.
On s'interesse a la resolution du probleme de Riemann suivant :

t
W +

x
F (W ) = 0;
W (0; x) =




Wg si x < 0;
Wd si x > 0:
(3.49)
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ou W
d
et W
g
sont deux etats distints.
Nous allons onstruire une solution faible exate a e probleme. Cela nous
permettra par la suite de valider les resultats numeriques. Pour plus de detail
sur la methode employee on se referera a [20℄. Pour alleger les notations, on
omettra par la suite les indies i.
Tout d'abord, on remarquera que les hamps assoies aux deux valeurs
propres sont vraiment non lineaires. C'est a dire qu'ils verient
8k 2 1::2 ; 8W 2 IR

+
 IR ; r
W

k
(W ):
k
(W ) 6= 0:
En eet,
r
W

k
(W ):
k
(W ) = 

n
:
On appellera solution faible autosimilaire au probleme de Riemann, une
solution W 2 L
1
(IR

+
 IR; IR

+
 IR) tel qu'il existe une fontion
~
W 2
L
1
(IR; IR

+
 IR) de la forme W (t; x) =
~
W
 
x
t

.
On appellera onde de rarefation (ou de detente) assoiee a la valeur
propre 
k
( k-rarefation ) une solution de lasse C
1
autosimilaire separant
les etats W
g
et W
d
denit sur (t; x) 2 IR

+
 IR ; 
k
(W
g
) <
x
t
< 
k
(W
d
).
On appellera onde de ho assoiee a la valeur propre 
k
( k-ho ) une
solution separant les etats W
g
et W
d
par une disontinuite se propageant a
la vitesse s. Ce ho doit verier les onditions de Rankine-Hugoniot :
F (W
g
)  F (W
d
) = s(W
g
 W
d
)
Soit :
q
g
  q
d
= s(n
g
  n
d
)
q
g
2
n
g
+ 
2
n
g
 
q
d
2
n
d
  
2
n
d
= s(q
g
  q
d
)
(3.50)
Ainsi que les onditions d'admissibilite entropique de Lax :
 Si k = 1 ; s < 
1
(W
g
) et 
1
(W
d
) < s < 
2
(W
d
)
 Si k = 2 ; 
1
(W
g
) < s < 
2
(W
g
) et 
2
(W
d
) < s
(3.51)
On a alors le theoreme donnant l'existene et l'uniite d'une solution au
probleme de Riemann suivant :
Pour deux etats W
d
et W
g
suÆsamment prohes, le probleme de Rie-
mann (3.49) a une solution. Cette solution est autosimilaire et onstituee
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de 3 etats onstants. W
g
et W
m
sont separes par un 1-ho entropique ou
une 1-rarefation, W
m
et W
d
sont separes par un 2-ho entropique ou une
2-rarefation. Cette solution est de plus unique dans ette lasse de solutions.
Pour la formulation plus generale ainsi qu'une demonstration de e theoreme
on pourra se referer a [15℄.
3.5.2.2 Constrution des ondes de ho
On s'interesse aux onditions neessaires pour que deux etats W
g
et W
d
soient relies par un k-ho.
On notera 
k
=  1 si k = 1 et 
k
= 1 si k = 2. Les onditions de Rankine-
Hugogniot (3.50) sont veriees ainsi que les onditions d'entropie (3.51) si et
seulement si :
q
g
n
g
+ 
k
 >
q
g
n
g
+ 
k

r
n
d
n
g
= s =
q
d
n
d
+ 
k

r
n
g
n
d
>
q
d
n
d
+ 
k
:
On a alors un 1-ho entropique si
u
d
< u
g
et n
g
< n
d
;
et un 2-ho entropique si
u
d
< u
g
et n
d
< n
g
:
3.5.2.3 Constrution des ondes de rarefation
On s'interesse aux onditions neessaires pour que 2 etatsW
g
etW
d
soient
relies par une k-onde de rarefation.
Il est demontre dans [20℄ que W
g
et W
d
sont separes par une onde de
rarefation si W
d
est sur la ourbe integrale du k
ieme
hamp passant par W
g
denit par :
8s > 0 ;
d
ds
~
W (s) = 
k
(
~
W (s));
~
W (0) = W
g
:
De plus ette ourbe integrale a pour equation :
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8s > 0;
n
d
(s) = n
g
+ 
k
s;
q
d
(s) =
q
g
(n
g
+ 
k
s)
n
g
+ 
k
(n
g
+ 
k
s) log

n
g
+ 
k
s
n
g

:
on reerit ette expression :
u
d
= u
g
+ 
k
 log

n
d
n
g

:
On a alors une 1-rarefation si
u
d
 u
g
et n
d
 n
g
;
et une 2-rarefation si
u
d
 u
g
et n
g
 n
d
:
On remarquera que la quantite u   
k
 log(n) est onstante le long de
ette ourbe integrale, on l'appelle le k
ieme
invariant de Riemann.
3.5.2.4 Constrution d'une solution au probleme de Riemann
D'apres le theoreme (3.5.2.1) nous devons trouver 3 etats, W
g
, W
m
et W
d
onstants, W
g
et W
m
sont separes par une 1-onde, W
m
et W
d
etant separes
par une 2-onde.
Nous avons don 4 types de solutions :
 W
g
et W
m
sont separes par un 1-ho. W
m
et W
g
sont separes par un
2-ho. ( 1C-2C )
On a :
u
d
< u
m
< u
g
; n
g
< n
m
et n
d
< n
m
;
n
m
=
1
4
2
n
g
n
d
(
p
n
d
+
p
n
g
)
2
 
(u
g
  u
d
) +
s
(u
g
  u
d
)
2
+ 4
2
(
p
n
d
+
p
n
g
)
2
p
n
g
n
d
!
2
;
u
m
=
p
n
g
u
g
+
p
n
d
u
d
p
n
g
+
p
n
d
+
2
2
(n
g
  n
d
)
p
n
g
n
d

(u
g
  u
d
) +
q
(u
g
  u
d
)
2
+ 4
2
(
p
n
d
+
p
n
g
)
2
p
n
g
n
d
 :
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 W
g
et W
m
sont separes par une 1-rarefation. W
m
et W
g
sont separes
par une 2-rarefation. ( 1D-2D )
On a :
u
g
 u
m
 u
d
; n
m
 n
g
et n
m
 n
d
;
n
m
=
p
n
d
n
g
exp
u
g
  u
d
2
;
u
m
=
u
g
+ u
d
2
   log

r
n
d
n
g

:
 W
g
et W
m
sont separes par une 1-rarefation. W
m
et W
g
sont separes
par un 2-ho. (1D-2C )
On a :
u
m
 u
g
; u
m
> u
d
et n
d
< n
m
 n
g
;
u
m
= u
g
   log

n
m
n
g

;
u
m
= u
d
+ (1 
n
d
n
m
)
r
n
m
n
d
:
 W
g
et W
m
sont separes par un 1-ho. W
m
et W
g
sont separes par une
2-rarefation. ( 1C-2D )
On a :
u
m
< u
g
; u
d
 u
m
et n
d
 n
m
> n
g
;
u
m
= u
g
  (1 
n
g
n
m
)
r
n
m
n
g
;
u
m
= u
d
+  log

n
m
n
d

:
Pour les deux dernieres l'etat intermediaire W
m
ne peut e^tre alule explii-
tement, on utilisera un algorithme de Newton.
Finalement,
 Si u
g
 u
d
,
- Si n
g
> n
d
, on a une 1-rarefation suivie d'une 2-rarefation ou une 1-
rarefation suivie d'un 2-ho.
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- Si n
g
< n
d
, on a une 1-rarefation suivie d'une 2-rarefation ou un 1-ho
suivie d'une 2-rarefation.
- Si n
g
= n
d
, on a une 1-rarefation suivie d'une 2-rarefation.
 Si u
g
> u
d
,
- Si n
g
> n
d
, on a un 1-ho suivi d'un 2-ho ou une 1-rarefation sui-
vie d'un 2-ho.
- Si n
g
< n
d
, on a un 1-ho suivi d'un 2-ho ou un 1-ho suivi d'une
2-rarefation.
- Si n
g
= n
d
, on a un 1-ho suivi d'un 2-ho.
Cas partiulier u
d
= u
g
= 0
Dans e as on ne peut avoir une solution onstituee de 2 detentes, ar
on devrait avoir dans e as n
m
=
p
n
g
n
d
, ave n
m
> n
g
et n
m
> n
d
e qui
est impossible ar 2
p
n
d
n
g
 n
d
+ n
g
.
Nous avons don 2 types de solutions :
 Un 1-ho suivi d'une 2-rarefation, si n
d
> n
g
,
n
m
est solution de l'equation :

1 
n
g
n
m

r
n
m
n
g
+ log

n
m
n
d

= 0:
 Une 1-rarefation suivie d'un 2-ho, si n
d
< n
g
,
n
m
est solution de l'equation :

1 
n
d
n
m

r
n
m
n
d
+ log

n
m
n
g

= 0:
La solution est stationnaire si n
d
= n
g
.
3.5.3 Approximation numerique du systeme d'Euler
Isotherme
On utilise une approximation de type volumes nis pour aluler numeriquement
la solution du systeme d'Euler isotherme ; plus preisement on utilisera un
shema de Roe. On reste toujours dans le adre monodimensionnel.
114 CH. 3. MOD

ELISATIONS SIMPLIFI

EES UNIDIMENSIONNELLES
On se plae sur un intervalle [l,L℄, disretise en N
p
+1 ellules de ontro^le
C
j
denies par :
C
j
=℄l +

j  
1
2

x ; l +

j +
1
2

x[ ; 8j 2 f1:::N
p
  1g;
C
0
=℄l; l +
x
2
[;
C
N
p =℄L 
x
2
; L[:
ave x =
L
Np
.
3.5.3.1 Approximation par volumes-nis
En appelant x
j 
1
2
et x
j+
1
2
les extremites de la ellule C
j
, on peut erire
la relation de onservation pour ette ellule sous la forme :
Z
x
j+
1
2
x
j 
1
2
W (x; t+t) 
Z
x
j+
1
2
x
j 
1
2
W (x; t) =
 
Z
t+t
t
F (W (x
j+
1
2
; s))ds+
Z
t+t
t
F (W (x
j 
1
2
; s))ds:
L'approximation par volumes nis de ette relation repose sur les approxi-
mations :
W
n
j
'
1
x
Z
x
j
+
1
2
x
j 
1
2
W (y; t
n
)dy;
	
n
j+
1
2
= 	(W
n
j
;W
n
j+1
) '
1
t
Z
t
n+1
t
n
F (W (x
j+
1
2
; s))ds;
ou 	
j+
1
2
est le ux numerique entre les ellules C
j
et C
j+1
.
Le shema volumes nis onservatif s'erit alors sous la forme :
W
n+1
j
 W
n
j
t
+
	
j+
1
2
  	
j 
1
2
x
= 0:
Nous hoisissons ii, d'utiliser le ux de Roe :
	
j+
1
2
=
F (W
j+1
) + F (W
j
)
2
 
1
2
j A(
~
W
j+
1
2
) j (W
j+1
 W
j
);
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ou, A est la jaobienne de F :
A(W ) =
F (W )
W
=

0 1

2
+ u
2
2u

:
~
W
j+
1
2
est l'etat moyen de vitesse moyenne denie par :
~u
j+
1
2
=
p
n
j+1
u
j+1
+
p
n
j
u
j
p
n
j+1
+
p
n
j
:
Le shema se reerit alors :
W
n+1
j
 W
n
j
t
+
A
 
(
~
W
j+
1
2
)(W
j+1
 W
j
) + A
+
(
~
W
j 
1
2
)(W
j
 W
j 1
)
x
= 0:
3.5.3.2 Shemas d'ordre eleve
L'extension du shema aux ordres superieurs se fait en utilisant la methode
MUSCL ( Monotoni Upwind Shemes for Conservation Laws ) en onservant
la me^me fontion de ux numerique 	(W
j
;W
j+1
) mais en modiant es ar-
guments par les etats interpoles aux frontieres de deux ellules. On onsidere
maintenant les ux :
	
j+
1
2
= 	(W
 
j+
1
2
;W
+
j+
1
2
);
ou W
 
j+
1
2
et W
+
j+
1
2
sont obtenus a l'aide d'un -shema, on se referera a [11℄
pour plus de details sur les  shema :
W
+
j+
1
2
= W
j+1
 
1
2
[(1  )(W
j+1
 W
j
) + (W
j
 W
j 1
)℄;
W
 
j+
1
2
= W
j
+
1
2
[(1  )(W
j+1
 W
j
) + (W
j
 W
j 1
)℄:
Ave  2 [0; 1℄, le shema est au moins d'ordre 2 en espae, et d'ordre 3
si  =
1
3
.
En onsequene, nous voulons des integrations temporelles, d'ordre 2 ou 3,
nous utilisons pour ela des shemas de types Runge-Kutta d'ordre k 2 [1::3℄ :
W
0
= W
n
W
l
= W
0
 t
k
X
j=1

j;l
D(W
j 1
)
W
n+1
= W
k
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ou D(W
j
) represente le ux total, 	
i+
1
2
 	
i 
1
2
alule ave la valeur W
j
.
Les oeÆients (
j;l
)
j;l21::k
sont :
(
j;l
)
k=2
=

1
2
0
0 1

; (
j;l
)
k=3
=
2
4
1
3
0 0
0
2
3
0
1
4
0
3
4
3
5
Pour les shemas d'ordre eleve les -shemas peuvent reer ou ampli-
er des osillations parasites. On utilisera des limiteurs de ux bases sur la
moyenne de Van Albada, pour orriger es osillations.
3.5.3.3 Traitement des onditions limites
Nous sommes amenes a traiter 2 sortes de onditions limites en L et r.
La premiere en L permet d'imposer les ehanges ave le milieu exterieur,
la seonde, permet de d'imposer que la plaque absorbe les ions.
 Conditions limites a l'inni
Pour traiter les ehanges ave le milieu exterieur, on utilise une deomposition
du ux de type Steger-Warming :
	(W
Np
;W
1
) = A
+
(W
Np
)W
Np
+ A
 
(W
Np
)W
1
:
 Conditions limites sur la plaque
Pour traiter le fait que la plaque absorbe les partiules, on impose qu'au-
une information ne provient de la plaque, en xant A
+
(W
0
) = 0. Le ux
s'erit :
	(W
0
;W
1
) = A
 
(W
1
)W
1
:
3.5.3.4 Resultats numeriques
On donne ii la omparaison entre les resultats obtenus par le shema
numerique ( ordre 1 et 3 ) et la solution exate. Le as test est elui du
tube a ho, on prend un etat a gauhe donne par n
g
= 1 et u
g
= 0 et un
etat a droite donne par n
d
= 0:1 et u
d
= 0 ( on travaille ii diretement en
grandeurs adimensionnees ).
3.5. MOD

ELISATION FLUIDE 117
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
’Rho1’
’Rho_exact’
’Rho3l’
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
1.2
1.4
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
’Vit1’
’Vit_exact’
’Vit3l’
Nous onstatons des resultats satisfesants.
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Le modele numerique pour le systeme d'Euler isotherme etant expliite,
nous allons maintenant l'utiliser pour resoudre un modele unidimensionnel
uide de prise de harge.
3.5.4 Modele unidimensionnel
Nous nous interessons a la harge d'un onduteur plan inni dans les
diretions (Oy) et (Oz), dans les onditions de harge et de modelisation
uide derite preedemment. On negligera les densites de partiules reemises
par la surfae.
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La symetrie du probleme nous permet de supposer que le potentiel ne
depend que de x et que les densites et ux de partiules ne dependent que de
x et de v
x
. De plus, la symetrie par rapport au plan (Oyz) nous permet de
onsiderer que toutes les fontions de x sont paires et de raisonner uniquement
pour les x > 0.
3.5.4.1 Adimensionnement du probleme
Nous rappelons l'adimentionnement de la setion 3.5.1.6.
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
t
n
i
(t; x)+
x
:(n
i
(t; x)u
i
(t; x)) = 0;

t
(n
i
(t; x)u
i
(t; x)) + 
x
:(n
i
(t; x)
 
u
i
2
(t; x) + 1

) =
 n
i
(t; x)
x
(t; x);
 
x
(t; x) = (n
i
(t; x)  exp ((t; x)) (t; x));
lim
x!+1
(t; x) = 0;

x
(t; 0)=  
s
(t);

s
(t)
t
=
1
p
2
exp ((t; x)) + n
i
(t; x)u
i
(t; x):
(3.52)
3.5.4.2 Approximation numerique
On se plae sur un intervalle ℄0; L[, ou L est pris suÆsamment grand pour
s'assurer avoir retrouver la neutralite du plasma, typiquement on prendra
quelques longueurs de Debye. Cet intervalle est disretise en ellules omme
en 3.5.3 .
On se plae sur un intervalle [l,L℄, disretise en N
p
+1 ellules de ontro^le
C
j
denit par :
℄x
j 
1
2
; x
j+
1
2
[ ; 8j 2 1:::N
p
  1;
C
0
=℄0;
x
2
[;
C
N
p =℄L 
x
2
; L[;
ave x =
L
Np
, et x
j+
1
2
= (j +
1
2
)x:
On introduit une disretisation en temps t
n
= nt, on notera n
n
j
et u
n
j
,
les approximations des densites et vitesses des ions dans les ellules C
j
au
temps t
n
. De plus, on notera 
n
j
la valeur du potentiel eletrostatique au
point x
j
et au temps t
n
. Enn, on notera 
n
s
la valeur de 
s
au temps t
n
.
Les shemas utilises seront erits diretement en grandeurs adimension-
nees.
L'approximation de la partie Euler se fait par un shema de Roe derit en
3.5.3.1, le terme soure provenant du potentiel est alule par une approxi-
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mation du gradient de type dierenes nies. Le alul par volumes nis est
deompose en deux parties pour permettre d'impliiter e terme soure. On
pourra se referer a [31℄ pour plus de details.
On onsiderera des onditions limites absorbantes a la plaque pour les
ions. Pour imposer la ondition limite a l'inni on suppose que l'etat est
maxwellien en L. La fontion de distribution des ions est don :
f
i
(v) = n
0

m
i
2kT

1
2
exp

 
1
2
m
i
v
2
kT

:
Nous imposons la densite n
0
( 1 apres adimensionnement ) et la vitesse
orrespondante a la vitesse moyenne des vitesses entrantes dans notre do-
maine, soit
r
kT
2m
i
(
r
1
2
apres adimensionnement ).
En supposant toutes les grandeurs onnues au temps n, on ommene par
aluler la harge surfaique au temps t
n+1
.
 Shema pour la harge surfaique .
La harge surfaique est alulee par un shema de type dierenes nies :

n+1
s
= 
n
s
+t

n
n
0
u
n
0
 
1
p
2
exp (
n
0
)

:
On prendra 
0
s
= 0 pour ondition initiale.
 Shema pour la densite ionique :
n
n+1
j
= n
n
j
 
t
x

	
n
j+
1
2

1
 

	
n
j 
1
2

1

ou

	
n
j 
1
2

1
represente les premieres oordonnees du ux.
On prendra 1 omme ondition initiale pour la densite ionique, orres-
pondant apres adimensionnement a la densite du plasma neutre.
Les densites ioniques etant onnues au temps t
n+1
on peut alors aluler
le potentiel eletrostatique au temps t
n+1
.
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 Shema pour le potentiel eletrostatique
Le potentiel est alule a partir de la disretisation de l'equation de Pois-
son par dierenes nies entrees.
On impose omme onditions limites 
n+1
(L) = 0 et 
x

n+1
(0) = 
s
.
On a :

n+1
1
  
n+1
2
= x
n+1
s
;

n+1
i+1
  2
n+1
i
+ 
n+1
i 1
= x
2
 
exp
 

n+1
i

  n
n+1
i

;

n
Nx
= 0:
Cette equation non lineaire en 
n+1
est resolue par un algorithme de
Newton de maniere analogue a 3.1.2.
On peut maintenant aluler les ourants d'ions ave le terme soure im-
pliite :
 Shema pour le ourant ionique :
u
n+1
j
n
n+1
j
= u
n
j
n
n
j
 
t
x

	
n
j+
1
2

2
 

	
n
j 
1
2

2

 
t
x
n
n+1
j
 

n+1
j+1
  
n+1
j

;
ou

	
n
j 
1
2

2
represente les deuxiemes oordonnees du ux.
On itere suessivement jusqu'a atteindre l'equilibre.
On notera qu'a l'equilibre on doit avoir :

x
(n
i
u
i
) = 0:
Cela donne j
i
= en
0
r
kT
i
2m
i
;
et j
e
= j
i
:
On obtient 
0
=  
kT
e
m
e
log

r
m
i
m
e

:
3.5.4.3 Resultats numeriques
On donne ii les resultats avant onvergene obtenus pour une plaque de
onduteur parfait plongee dans un plasma neutre de densite n
0
= 1e10m
 3
et de temperature kT
e
= kT
i
= 10eV .
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Nous avons, respetivement, de bas en haut, et de gauhe a droite, la den-
site spatiale, la vitesse moyenne, le potentiel spatial, l'evolution temporelle
du potentiel de la plaque, de sa harge surfaique, du ourant total re u, des
ourants d'eletrons et d'ions. Les resultats avant onvergene parraissent
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aeptables.
Malheureusement les resultats pour un temps plus long montrent que l'on
n'atteindra pas un etat d'equilibre :
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On pense que les onditions limites a la plaque empehe ette onvergene
a l'equilibre. Il para^t en eet diÆile d'imposer des onditions limites subso-
niques a l'inni et des onditions absorbantes sur la plaque en une dimension
d'espae. En quelque sorte, nous retrouvons e qui a deja ete renontre pour
le modele unidimensionnel.
Le as test suivant, dans lequel nous imposons a l'inni une vitesse super-
sonique ( 2
kT
i
m
i
), onverge, e qui nous onforte dans ette idee. Neanmoins,
on s'earte ainsi de la realite physique.
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Pour relaxer es onditions limites, on a hoisi de passer en dimension
superieure par l'etude d'un modele spherique, e qui est l'objet de la setion
suivante.
3.5.5 Modele spherique
Nous nous interessons maintenant a la harge d'une sphere de rayon R,
toujours dans les me^mes onditions de modelisation. La symetrie du probleme
nous permet de supposer que le potentiel ne depend que de r, ainsi les densites
et ux de partiules ne dependent que de r, et don les vitesses des ions seront
radiales.
3.5.5.1 Adimensionnement du probleme
Nous partons des equations d'Euler isothermes tridimensionnelles, en ef-
fetuant le hangement de variable en oordonnees spheriques, en imposant
u

= u

= 0, et en multipliant par r
2
. On obtient :

t
r
2
n
i
+ 
r
:(r
2
n
i
u
i
) = 0;

t
(r
2
n
i
u
i
) + 
r
(r
2
n
i
u
2
i
) + r
2
kT
i
m
i

r
n
i
=  qn
i
r
2

r
;
(3.53)
ou n
i
et u
i
representent la densite et la omposante radiale de la vitesse.
Cei se reerit sous la forme onservative :

t
r
2
n
i
+ 
r
:(r
2
n
i
u
i
) = 0;

t
(r
2
n
i
u
i
) + 
r
(r
2
n
i
(u
2
i
+
kT
i
m
i
) = n
i

2r
kT
i
m
i
 
q
m
i
r
2

r


:
Le modele s'adimensionne omme en 2.2.2.1 ( on prendra diretement la
longueur de Debye omme grandeur d'adimensionnement ). Les equations se
reerivent alors, en notant n la grandeur r
2
n
i
et u, u
i
.
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
t
n(t; r)+
r
:(n(t; r)u(t; r)) = 0;

t
(n(t; r)u(t; r)) + 
r
:(n(t; r)
 
u
2
(t; r) + 1

) =
n(t; r)

2
r
  
r
(t; r)

;
 
1
r
2

r
 
r
2

r
(t; r)

= (n(t; r)  exp ((t; x)));
lim
r!+1
(t; r) = 0;

r
(t; R)=  
s
(t);

t

s
(t) =
1
p
2
exp ((t; r)) + n(t; r)u(t; r):
On onstate que l'on retrouve les equations d'Euler isothermes unidimen-
sionnelles 'lassiques' ave un terme soure supplementaire de pression du^ au
passage en oordonnees spheriques.
3.5.5.2 Approximation numerique
De maniere analogue a 3.5.4.2, l'approximation se fait par disretisation
de type Volumes-Finis des equations d'Euler. Ii on impliitera toujours le
terme soure dependant du potentiel mais pas elui dependant de la pression.
Ce terme, provenant des ux, est pris au me^me instant que eux-i.
On onsiderera toujours des onditions limites absorbantes sur la sphere
pour les ions. Pour imposer la ondition a l'inni, on suppose que l'etat est
maxwellien en L, soit que la fontion de distribution des ions est :
f
i
(v) = n
0

m
i
2kT

1
2
exp

 
1
2
m
i
v
2
kT

Nous imposons la densite n
0
( 1 apres adimensionnement ) et la vitesse
orrespondante a la vitesse moyenne des vitesses entrantes dans notre do-
maine, soit
r
kT
2m
i
(
r
1
2
apres adimensionnement )
En supposant toutes les grandeurs onnues au temps n, on ommene par
aluler la harge surfaique au temps t
n+1
.
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 Shema pour la harge surfaique.
La harge surfaique est alulee par un shema de type dierenes nies :

n+1
s
= 
n
s
+t

n
n
0
u
n
0
 
1
p
2
exp (
n
0
)

:
On prendra 
0
s
= 0 pour ondition initiale.
 Shema pour la densite n.
Le shema pour la harge surfaique s'erit :
n
n+1
j
= n
n
j
 
t
r

	
n
j+
1
2

1
 

	
n
j 
1
2

1

;
ou

	
n
j 
1
2

1
represente les premieres oordonnees du ux.
On prendra 1 omme ondition initiale pour la densite ionique, orres-
pondant apres adimensionnement a la densite du plasma neutre.
Les densites ioniques etant onnues au temps t
n+1
on peut alors aluler
le potentiel eletrostatique au temps t
n+1
.
 Shema pour le potentiel eletrostatique
On impose omme onditions limites 
n+1
(L) = 0 et 
x

n+1
(0) = 
s
Le potentiel est alule a partir de la disretisation de l'equation de Pois-
son par dierenes nies entrees

n+1
1
  
n+1
2
= r
n+1
s
;

n+1
i+1
  2
n+1
i
+ 
n+1
i 1
+
2r
r
i
 

n+1
i
  
n+1
i 1

= x
2
 
exp
 

n+1
i

  n
n+1
i

;

n
Nx
= 0:
Cette equation non lineaire en 
n
est resolue par un algorithme de Newton
de maniere analogue qu'en 3.1.2.
On peut alors aluler les ourants d'ions ave le terme soure impliite .
 Shema pour le ourant ionique.
Le shema s'erit :
u
n+1
j
n
n+1
j
= u
n
j
n
n
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 
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  
n+1
j

 t
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n
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j
ou
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n
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1
2

2
represente les deuxiemes oordonnees du ux.
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3.5.5.3 Resultats numeriques
Nous donnons ii les resultats obtenus sur une sphere de rayon 1m plongee
dans un plasma de densite 10
6
m
 3
et de temperature 200eV .
r
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La ourbe du potentiel a l'equilibre est aeptable, nous obtenons omme
potentiel d'equilibre  448V , e qui represente quelque fois la temperature
eletronique exprimee en eV .
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Pour les densites eletroniques on retrouve le fait que la plaque, hargee
negativement, attire les ions et repousse les eletrons.
Nous donnons, de plus, les evolutions temporelles du potentiel et des
ourants reus ( J
i
et  J
e
) le tout, en grandeurs adimensionnees :
t
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On observe que le potentiel tend vers une valeur onstante et, sur la
gure suivante que le ourant total s'annule. Nous onstatons une bonne
onvergene du modele.
t
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Ce modele fournit des resultats aeptables, neanmoins, dans un adre
non ollisionnel, omme elui de la magnetosphere, l'utilisation d'un modele
uide est diÆilement justiable.
3.5.6 Conlusion
Nous avons presente dans ette setion quelques modeles de plasmas regis
par des systemes de Vlasov-Poisson stationnaires en onguration monodi-
mensionnelle et spherique. On rappelle que le but de l'etude est l'analyse
et la simulation du meanisme de harge d'un satellite plae dans un envi-
ronnement plasmique peu dense haud et ompletement ionise. Les modeles
etudies ii, bases sur le systeme de Vlasov-Poisson, permettent de rendre
ompte qualitativement des phenomenes de harge dans le milieu onsidere.
En eet, on observe bien le omportement des potentiels et ourants sur
l'obstale ainsi que la ondition de neutralite a l'inni.(i.e. suÆsamment loin
de la surfae du satellite). Neanmoins, on a du^ modier le modele de Vlasov-
Poisson stationnaire pour xer ette ondition. Nous sommes onvainus que
e defaut provient essentiellement du aratere monodimensionnel du modele
( i.e. surfae supposee innie dans 2 diretions ), ei se retrouve par ailleurs
pour le modele uide. Le modele uide sera abandonne par la suite. Bien que
les modeles V lasov   Poisson nous fournissent les ordres de grandeurs des
potentiels de surfae de notre satellite, nous devrons par la suite passer en
dimensions superieures pour prendre en ompte des geometries plus realistes.
Chapitre 4
Mesures Experimentales
4.1 Objetifs
L'utilisation de la propulsion eletrique sur les satellites neessite de
ma^triser les interations du plasma genere par e type de propulseur ave
les dierentes fontions du satellite. Une des perturbations est l'inuene du
jet sur l'evolution et la repartition spatiale des potentiels eletrostatiques a
la surfae du satellite.
La presene du plasma propulseur, onstitue de partiules hargees, en
venant modier l'environnement eletrique du satellite, neessite la mise au
point d'un outil de simulation adapte apable de predire la modiation des
potentiels lors du fontionnement du propulseur. Dans le but de valider e
modele numerique, l'objetif de es mesures est de arateriser le plasma issu
du propulseur par la determination des densites de ourant ionique et den-
sites eletroniques, de la temperature du plasma et de son potentiel.
Des mesures experimentales ont deja ete eetuees par le passee, on
pourra iter par exemple [23℄. Dans et artile nous trouvons des donnees
mesurees a une distane xe pour un SPT   100. Ii, nous tenterons d'ob-
tenir une artographie plus omplete dans le ur du jet en prenant des
points de mesures sur un domaine bi-dimensionnel disretise mais ave un
SPT   50.
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4.2 Moyens experimentaux
Pour realiser les mesures on utilise les moyens experimentaux dont dis-
pose le laboratoire PMI de l'eole Polytehnique :
{ Un propulseur de type SPT-50.
{ Une bouteille de Xenon, neessaire a l'alimentation du propulseur, une derivation
qui permet d'alimenter la athode et l'anode.
{ Deux regulateurs de pression Shaer permettant d'imposer et de ontro^ler
les debits de gaz injete.
{ Un aisson a vide, de longueur 2m et de diametre 80m.
{ Un systeme de pompage permettant de desendre dans la gamme des 10
 8
mbar.
{ Un bras manipulateur de type MECA-2000, permettant 20 m de deplaement,
sur l'axe horizontal, 32mm dans un arre vertial, et 360 degres de rotation.
( Celui-i est possede une interfae GPIB permettant de le ommander par
ordinateur ).
{ Une rampe de sonde fabriquee sur plae, omposee de 7 sondes planes ( arre
de 5mm de ote ) separees de 2 m situes a l'avant et 7 sondes arrieres.
{ Trois amperemetre-voltemetre de type Helwlett-Pakard 34401A omman-
dable par interfae GPIB.
{ Un osillosope de type Helwlett-Pakard 54602B ommandable par inter-
fae GPIB.
{ Un multiplexeur 7 voies ommandable par interfae GPIB.
{ Un bo^tier de ommutation.
{ Deux alimentations stabilisees, de type ETAT SK-600-0,5.
{ Une alimentation stabilisee de type ETAT SK-500-5.
{ Un ordinateur de type Power-Mahintosh 8200/120 Power-PC.
{ Le logiiel Labview.
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4.2.1 Shema eletrique
4.2.2 Arhivage des donnees
Dans le but de respeter les demandes pour la realisation des mesures,
( variation des dierents parametres : debit de athode, tension d'alimen-
tation du moteur, position de sondes et inlinaison, soit 60000 hiers), on
a proede de maniere eÆae pour stoker les donnees orrespondant aux
arateristiques de sondes. Nous avons realise des drivers sous Labview per-
mettant de onstruire une arboresene et d'inlure des en-te^tes aux hiers
de maniere a les retrouver failement. La proedure utilisee est detaillee en
4.6. Dans la pratique, la duree onsaree aux mesures n'a pas permis de faire
varier tous les parametres omme il etait prevu initialement. Nous n'avons
don pas pu exploiter es possibilites dans leur integralite.
134 CH. 4. MESURES EXP

ERIMENTALES
4.2.3 Automatisation des instruments
Pour realiser la prise de mesures de maniere automatisee, on utilise le logi-
iel LabView installe sur un Power Mahintosh (8200/120). Par le biais d'in-
terfae GPIB, elui-i ontro^le les deplaements du bras, la tension d'alimen-
tation de la rampe de sondes et le multiplexeur. Pour reuperer les mesures,
il ontro^le de plus les multimetres et permet de onstruire la proedure d'ar-
hivage. Pour plus de details onernant le developpement des drivers LAB-
VIEW, on pourra se referer a l'annexe 4.7. De maniere analogue a l'arhivage
des donnees, nous avons ommene a developper les drivers pour respeter
les demandes ; neanmoins apres avoir onstate que la proedure pour avoir
une arateristique de sonde neessitait d'une a inq minutes, nous avons
abandonne l'idee d'en avoir 60000. Les variations sur les parametres debit de
Xenon a la athode, tension de deharge, ainsi que les multiples rotations de
la rampe de sonde, ont ete supprimees.
4.3 Theorie suinte des sondes de Langmuir
Pour aeder au potentiel plasma V
p
(potentiel eletrostatique au point
du plasma auquel la sonde se trouve), temperature kT
e
et densite eletronique
n
e
ainsi que le ourant ionique, on analyse la arateristique Volt-Ampere de
sondes de Langmuir planes plaees dans le jet.
Nous donnons un shema simplie de sonde :
A
Plasma propulseur
Sonde de
Langmuir
Amperemetre
Masse
cathode
propulseur
I(V)
V
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Nous donnons sur la gure suivante une arateristique de sonde obte-
nue dans le jet du propulseur. (Cf. Frame 001, nous faisons varier la ten-
sion V pour traer l'intensite en fontion de elle-i.) Nous onstatons que
la ourbe est onstituee d'une partie lineaire de saturation ionique suivie
d'une partie exponentielle donnant le ourant eletronique sous la forme :
I(V ) = I
e0
(V ) exp(
e(V V
p
)
kTe
) ( ave I
e0
= en
e
S
q
kTe
2m
e
, S etant la surfae de la
sonde ), puis d'une branhe de saturation eletronique peu prononee.
V ( Volt )
I(A
)
5 10 15 20 25
-0.0001
0
0.0001
0.0002
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0.0007
0.0008
0.0009
Vp
I0(Vp)
Frame 004  19 Jun 2000 
V ( Volt )
ln
(I)
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Frame 003  19 Jun 2000 
V ( Volt )
dI
/d
V
(A
/V
)
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Frame 001  19 Jun 2000 
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On determine
{ le potentiel plasma, V
p
. On utilise deux methodes dierentes : la premiere
methode onsiste a trouver le point d'inexion de la ourbe ( atteint
en un point voisin du potentiel plasma ave une preision de l'ordre
de
kTe
e
). On trae la derivee premiere de la ourbe et on prend le
maximum. ( Cf. Frame 002. ) La deuxieme methode onsiste a traer
la arateristique en ehelle logarithmique, ( f Frame 003 ) puis on
interpole lineairement la partie exponentielle et la partie de saturation
eletronique. Le potentiel plasma est prohe de l'intersetion entre es
deux droites. Pour hoisir le potentiel plasma, on hoisit elui qui per-
met la meilleure preision en fontion de la forme de la ourbe ( plus ou
moins bruitee ). Neanmoins on onstate que les deux methodes donnent
des resultats tres prohes
( 1 a 2 V d'eart ).
{ kT
e
, la temperature eletronique. On trae la arateristique en ehelle
logarithmique, ( f Frame 003 ) puis on interpole lineairement la droite
resultant de la partie exponentielle de la ourbe, on reupere ainsi la
pente :
e
kTe
.
{ n
e
, la densite eletronique. On releve la valeur du ourant au potentiel
plasma : en
e
S
p
(
kTe
2m
e
).
{ I0, la densite de ourant ionique ollete par la sonde. On interpole
la branhe de saturation ionique de la arateristique et on prend la
valeur au potentiel plasma ( f Frame 004 ).
4.4 Resultats
Le demarrage de la manipulation a ommene reellement apres 2 semaines
de developpement et orretion des drivers, de mise en plae et de resolution
de problemes tehniques. L'assistane de Yann Dantal et de Mihel Tanguy
m'a ete d'un grand seours. Pour des raisons de seurite, il etait impossible
de maintenir le vide pendant la nuit. Chaque matin, il etait neessaire de
realiser le vide a l'interieur du aisson ( 3-4 h ). Le demarrage du propulseur
ne pouvait ommener qu'en debut d'apres-midi. Les resultats de la manipu-
lation sont entahes de beauoup d'ennui onernant le bon fontionnement
du propulseur. Celui-i est equipe d'une athode froide, qui malheureuse-
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ment n'etait pas en bon etat. Les parametres de elle-i ont du^ e^tre adaptes
bien souvent par Mihel Tanguy en s'eartant du regime nominal speie.
Le debit d'injetion de Xenon sur elle-i a du^ e^tre augmente pour la forer
a produire suÆsamment d'eletrons. Le fontionnement du propulseur etait
de e fait bien apriieux, il hangeait de regime relativement souvent. Le
plasma genere a don pu fortement e^tre modie. Conernant l'inuene de
l'augmentation de debit sur la presene d'ions lents dans le plasma, ela n'est
pas ge^nant, ar le ro^le des sondes arrieres est preisement de les supprimer.
Par ontre, on risque d'augmenter ainsi le taux de neutres dans le plasma
(neutres non ionises par la athode). Ceux-i sont bien sur transparents vus
des sondes.
L'evolution dans le temps de la serie de positions est indiquee par le ta-
bleau suivant :
Z /  0
Æ
90
Æ
180
Æ
270
Æ
953
26=04Essai MC
27=04
7S:AV
7S:AR
853 26=04 Essai MC
753 27=04
7 S:AV
553
28=04
7 S:AV
2 S:AR
05=05
7 S:AR
10=05
7 S:AV
7 S:AR
05=05
7 S:AV
7 S:AR
10=05
7 S:AV
7 S:AR
353
28=04
4S:AV
02=05
7 S:AV
7 S:AR
10=05
7 S:AV
7 S:AR
05/05
7 S:AV
7 S:AR
10=05
7 S:AV
7 S:AR
303 02=05
7 S:AV
7 S:AR
04=05
7 S: AV
7 S: AR
253 02=05
7 S: AV
7 S: AR
04=05
7 S: AV
7 S: AR
203 03=05
7 S: AV
7 S: AR
04=05
7 S: AV
7 S: AR
153 03=05
7 S: AV
7 S: AR
04=05
7 S: AV
7 S: AR
{ Z indique la position de la rampe par rapport a la sortie du propulseur
( f 4.2.1 ).
{  indique l'angle de rotation de la rampe par rapport a l'axe Z ( f
4.2.1 ).
{ Dans haque ase on trouve
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{ La date.
{ Les mesures realisees.
{ Essai MC indique les premiers essais ave la masse des sondes reliee
au aisson.
{ S. AV ou S. AR indique que la mesure est realisee sur les sondes
avants ou arrieres preedes par le nombre de sondes eetuees.
4.4.1 Depouillement
Pour realiser le depouillement, on utilise le logiiel 'glove'. Des ltres pro-
grammes en C permettent de reer le hier exploitable diretement par glove
en traant la arateristique, elle-i en log ainsi que sa derivee. Le logiiel
glove permet ensuite de realiser les regressions lineaires, intersetions, re-
herhes de maximum failement. Une fois e traitement realise, les donnees
sont stokees diretement sous Exel. Le tableau ainsi onstruit est indique
i-apres en annexe 4.8. On y a ajoute en orrespondane les donnees du pro-
pulseur relevees a la main.
On donne quelques gures donnant les ourbes en fontion des sondes.
On ompare aussi les resultats, sondes avants, sondes arrieres. Les resultats
sont donnes sans traitement ni interpolation, diretement depuis Exel. Les
donnees orrespondent a la rampe de sondes situees a 130m de la sortie
du propulseur ( axe Z sur le shema 4.2.1 ). Sur l'axe des absisses est
represente la position horizontale de la sonde ( axe X sur le shema 4.2.1 ).
Les sondes avants sont representees en traits pleins et les sondes arrieres en
traits pointilles.
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Fig. 4.1 { Temperature (eV)
Fig. 4.2 { Potentiel plasma ( V )
La temperature eletronique et le potentiel plasma sont tres hahutes.
Comme on le retrouvera plus tard, ela provient de la athode defetueuse.
On onstate que les resultats pour les sondes avants et arrieres sont relative-
ment prohes.
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Fig. 4.3 { Courant eletronique
Fig. 4.4 { Courant ionique
On onstate sur les ourants eletronique et ionique que le ourant reu
par les sondes arrieres est tres faible devant elui des sondes avants, ela
provient essentiellement du fait que les sondes arrieres sont erantees par les
sondes avants.
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Fig. 4.5 { Densite eletronique
Cette me^me onstatation peut e^tre faite pour la densite eletronique.
Pour eux-i ela para^t plus etonnant, du fait de leur faible poids ; on peut
supposer qu'ils se mettent instantanement a l'equilibre selon une distribution
de Maxwell-Boltzmann, soit isotrope. Neanmoins le plasma ayant une tres
faible longueur de Debye, la neutralite s'impose d'elle-me^me dans elui-i. Sur
les sondes arrieres, du fait que les ions sont erantes par les sondes avants,
le manque d'ions se retrouve sur un manque d'eletrons. Malheureusement
ette experiene ne permet pas de onrmer l'isotropie des d'eletrons.
On donne aussi, ii les variations suivants l'axe Z des ourants mesures
sur une sonde avant :
Fig. 4.6 { Courant ionique
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Fig. 4.7 { Courant eletronique
On retrouve sur es gures la deroissane du ourant en fontion de la
sortie du propulseur.
Finalement, 261 arateristiques ont ete mesurees et depouillees. Les
resultats sont diÆilement interpretables ompte tenu du faible nombre de
points obtenus. De plus la rampe de sonde est inlinee de 10
Æ
. Il est don
neessaire de orriger le ourant ionique et d'interpoler les resultats.
4.4.2 Interpolation des resultats
Compte tenu du faible nombre de points obtenus, il est neessaire d'utili-
ser un outil d'interpolation pour obtenir une artographie suÆsamment four-
nie. Pour ela on utilise le logiiel TePlot. Compte tenu de l'inlinaison de
la rampe de sonde (10
Æ
par rapport au plan perpendiulaire a l'axe) on
interpole une premiere fois sur une grille artesienne ontenant les donnees.
Z
X
200 400 600 800
-150
-100
-50
0
50
100
150
Frame 001  26 Jun 2000 
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Pour determiner la position de l'axe du propulseur on realise alors des
oupes a Z onstant, et l'on trae l'evolution du ourant ionique en X et des
densites eletroniques ( f gure i-apres ).
X
Ji
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Frame 001  20 Jun 2000 
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Frame 001  26 Jun 2000 
On trouve alors le entre du jet en X =  55m. En raison de e dealage,
la majorite des points de mesure est situee du me^me o^te du jet. Pour
reuperer l'autre partie, on onserve les points situes pour les X >  55m, on
les translate pour les reentrer et on symetrise les donnees. Pour deux plans
de mesure, des donnees ont ete prises en Y dans l'intention de proeder de
la me^me faon ; neanmoins, le signal reupere est trop faible pour en deduire
le entre de symetrie, es plans ont ete pris trop loin. On suppose don que
le jet est entre en Y = 0. Le reglage a ete eetue en observant par un
hublot du aisson. Ave le propulseur en fontionnement, il etait faile de
onstater son bon alignement ave l'axe du bras manipulateur. Malgre ela,
nous n'avons pu obtenir une meilleure preision.
Conernant le ourant d'ions, on a pu onstater que le ourant reolte
sur les faes arrieres etait toujours negligeable devant elui reolte par les
faes avants. On ne fera don pas de soustration pour supprimer le ourant
provenant des ions lents.
De plus, pour le ourant ionique, on eetue une orretion venant du fait
que la rampe de sonde est inlinee de 10
Æ
et que les ions sont diretifs. Pour
e faire, on onsidere que le jet est onique (le o^ne est suppose entre sur la
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sortie du propulseur) et que le ourant d'ions j est radial. Le ourant ionique
j
n
ollete par la sonde est la projetion de elui-i selon la normale a la sonde.
On a don :
j = j
n
p
Z
2
+X
2
Zos(10
Æ
) +Xsin(10
Æ
)
:
Les oupes suivant des erles de rayons variables sont donnees sur la
gure suivante :
X
Y
0 1 2 3
0
1
2
Frame 001  17 Sep 2001 
Tetha ( °)
Ji
(m
A/
m
m
2 )
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-0.2
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Frame 001  17 Sep 2001 
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t ( )
Ji
(m
A
/m
m
2
)
On onstate que le jet est presque onique. Le o^ne est d'angle environ
7
Æ
et va en retreissant. Neanmoins, l'hypothese a ete suggeree par le alul
permettant de orriger le ourant ionique. Le ourant trae est le ourant
radial. Cette hypothese peut e^tre rapidement areditee par la deroissane
du signal en
1
r
2
impose par la onservation du ourant total. En eet, en
supposant le ourant radial, de vitesse radiale et que le ourant ne depend
que de r, la onservation du ourant donne :
r:(n
i
v
i
) = 0
En integrant sur une sphere de rayon r on a :

r
(
4
3
r
2
n
i
v
i
) = 0
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Don
n
i
v
i
=
Cst
r
2
On donne ii le trae du ourant d'ions en fontion de r pour dierents
angles d'ouverture, que l'on ompare ave une ourbe en
1
r
2
.
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2
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Frame 001  18 Jul 2000 
Par la suite, toujours gra^e a e logiiel, on interpole sur une grille beau-
oup plus ne. Ci-apres, on indique les vues 3D resultant de ette manipu-
lation, pour la temperature eletronique, le potentiel plasma, ainsi que la
densite eletronique, le tout uniquement sur les sondes avants.
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On onstate que temperature eletronique et potentiel plasma sont tres
hahutes : ela proviendrai du manque de stabilite du propulseur provoque
par la athode. La temperature varie entre 0:5eV et 1:5eV . Le potentiel
plasma entre 18V et 25V .
Nous donnons, de me^me les ourants ionique et eletronique
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Puis, la densite eletronique :
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On onstate que les donnees de ourant ionique et de densite eletronique
sont beauoup plus ables. Pour le ourant ionique, on retrouve une allure
deja renontree dans la litterature [23℄, mais ette forme est renontree beau-
oup trop loin. Par ontre, les interpolations sont onstruites a partir de
points tres prohes du entre, ( en X les points ne depassent pas 13 m) : on
ne peut onstater suÆsamment sur les vues 3D l'aspet onique du jet du
fait du manque de points loin de l'axe en Z.
Une autre grandeur tres interessante pour le hoix du modele est la lon-
gueur de Debye. Cette grandeur araterise la distane a laquelle jouent
les interations eletrostatiques. Nous indiquons ii, une vue 3D ainsi que
des oupes a dierentes distanes du propulseur, et l'evolution en Z pour
dierents angles.
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Nous pouvons onstater que me^me relativement loin du propulseur la
longueur de Debye reste tres faible. Dans le hoix du modele, ela pourra
nous permettre d'imposer la neutralite du plasma.
4.5 Conlusion
Cette manipulation a onduit a des resultats relativement satisfaisants.
Nous n'avons pu obtenir le nombre de mesures demandees, peu realiste etant
donne le temps imparti et les problemes tehniques renontres. Les resultats
obtenus sont neanmoins suÆsamment fournis pour permettre des interpo-
lations onvenables. Les resultats neessitant une grande stabilite du pro-
pulseur sont relativement diÆiles a interpreter. On obtient une temperature
eletronique osillante autour de 1eV ave une amplitude relativement grande
( 1eV ). Cette valeur est prohe des donnees trouvees dans la litterature mais
manque de preision. Pour le potentiel plasma, on retrouve es me^mes onsta-
tations. Pour le ourant ionique, les resultats sont beauoup plus stables.
Nous retrouvons quasiment la onservation du ourant, mais ne pouvant
obtenir suÆsamment de preision, il nous est impossible de quantier les
pertes pouvant provenir des ollisions, le jet n'etant pas onique ou l'in-
uene du systeme de pompage ayant de l'inuene. Pour le ourant et la
densite eletronique, les resultats sont aussi assez orrets.
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4.6 Annexe 1 : Arhivage des resultats
Lorsque l'on realise des mesures en tres grand nombre, il faut absolument
se poser la question de la maniere d'arhiver es donnees pour pouvoir les
reuperer dans leur ensemble failement. Cei pour deux raisons prinipales :
{ Il doit e^tre possible de retrouver failement un hier de mesure, en
onnaissant ses arateristiques prinipales. Cela permettra de mettre
en plae des programmes ( on les appelle souvent de 'moulinettes' ) a-
pables de synthetiser un ensemble de hiers de mesure. Par exemple,
un programme doit pouvoir reuperer des hiers de mesures represen-
tant des veteurs, tous de me^me taille, pris a des positions dierentes,
pour onstituer une matrie dont les olonnes seront es me^mes ve-
teurs. Un autre exemple, sur le me^me theme des veteurs de donnees,
est un programme pouvant lire es veteurs, aluler leurs valeurs moyen-
nes, et rereer un veteur de valeurs moyennes aux dierentes positions
de mesures. Il est su^r que, s'il n'existe pas une maniere simple de re-
trouver es hiers en fontions de arateristiques elementaires, on ne
pourra pas eetuer de telles operations.
La deuxieme question a se poser est le format de hier a employer. Il est
interessant d'organiser es hiers de manieres a e que les donnees soient
omprehensibles au premier oup d'il, enore une fois pour deux raisons
simples :
{ Un utilisateur ne onnaissant pas le format de hier doit pouvoir ra-
pidement omprendre les donnees qui y sont enfermees.
{ Il doit exister des manieres simples d'extraire les donnees pour que
d'autres programmes puissent les interpreter.
Cela passe par deux etapes. D'une part la reation d'une strategie de
sauvegarde, 'est-a-dire une arboresene de hier logique en fontion des
riteres reherhes. Deuxiemement, un doument doit expliquer la methode
employee pour qu'elle puisse rapidement e^tre omprise par tout le monde.
Nous allons dans la suite de e hapitre expliquer es methodes.
4.6.1 Format des hiers de mesure
Beauoup de hiers ne ontiennent que des donnees, mais je pense que
e n'est pas suÆsant. Il est interessant d'inlure dans le hier la maniere de
lire es donnees. L'experiene montre que ela n'alourdit nullement l'eriture
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du hier tout en le rendant nettement plus lisible.
Pour ela, nous utilisons plusieurs methodes :
{ Systematiquement, nous utilisons le format texte qui permet a un uti-
lisateur non-initie d'ouvrir n'importe lequel de es hiers pour avoir
une idee de e qu'il ontient. On peut objeter que, pour ertaines
representations de donnees, omme de grosses matries, la representation
texte des nombres peut devenir lourde. On peut tout de me^me utiliser
la representation binaire de donnees numeriques, a ondition qu'une
ligne de ommentaires vienne expliquer qu'a sa suite on hange de
representation des donnees en passant d'un format texte a un format
binaire.
{ Nous utilisons des lignes de ommentaires qui ne ontiennent pas de
donnees mais seulement des expliations simples de e que ontient
la ligne ou les lignes suivant le ommentaire. Nous utilisons la me^me
notation que le langage C en mettant nos ommentaires sous la forme :
/*(ommentaires)*/
{ Un hier peut ontenir des informations supplementaires aux donnees
prinipales. Par exemple, un hier de mesures experimentales peut
ontenir des onditions experimentales de la mesure qu'il est interessant
de fournir en me^me temps que la mesure. Un autre exemple est, lors
de la representation d'un veteur, de fournir en en-te^te la taille de e
veteur an de failiter la leture du hier de mesure.
{ Le debut de haun des hiers ontient systematiquement un ode de
4 arateres suivi d'un saut de ligne. Cela peut permettre a un pro-
gramme en lisant e ode de reonna^tre le type de hier qu'il est en
train de parourir et d'appliquer une tatique de leture de donnees
speiques.
Dans la suite de ette setion, nous allons detailler speiquement le for-
mat de hier que nous avons employe.
4.6.1.1 Ente^te de hier
Tous les hiers de mesure ommenent par le ode 'ALCA' (notez en
majusule) suivi d'un saut de ligne. La leture des quatre premieres lettres
peut permettre de onna^tre le type de donnees que nous avons sauvegarde
et la maniere de le faire.
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4.6.1.2 Donnees supplementaires
Les hiers sauvegardes ontiennent des informations supplementaires
aux donnees prinipales que nous derivons ii. Chaune de es donnees est
preedee par un ommentaire qui tient la plae d'une ligne et d'une seule.
On ne doit pas trouver de saut de ligne sur e ommentaire. Par ontre le
ommentaire peut ontenir e qu'il veut. Il doit pourtant e^tre suÆsamment
expliite.
{ La position de mesure :
Cette donnee indique la position suivant l'axe z (axe du propulseur)
et x diretion orthogonale a l'axe du propulseur de la mesure. Elle est
exprimee en m par deux nombres separes par un unique blan. Puis
un saut de ligne suit es deux donnees. Les nombres sont des reels, il
faut don essayer de lire des reels.
Nous donnons l'exemple suivant :
0.75 54
{ Le debit de gaz :
Cette donnee indique le debit de gaz anode employe dans le propulseur
pendant son fontionnement. C'est un nombre reel suivi d'un saut de
ligne. Il faut don essayer de lire un reel. Ce debit est exprime en mg=s.
Nous donnons l'exemple suivant :
1.1
{ La tension de deharge :
Cette donnee represente la tension de deharge du propulseur 'est-a-
dire la tension qui regne entre sa athode et son anode. C'est un nombre
reel me^me si on le represente toujours en nombre entier. Ce nombre est
suivi par un saut de ligne. Nous vous onseillons don d'essayer de lire
un nombre reel. Cette tension est exprimee en V olt.
Nous donnons l'exemple suivant :
200
{ La date :
Il s'agit de la date de l'experiene. Il s'agit de trois nombres entiers
separes par un blan et suivis par un saut de ligne. Il faut don lire des
entiers. Le premier nombre represente un jour, le seond un mois et le
troisieme une annee.
Nous donnons l'exemple suivant :
02 05 2000
{ La temperature :
Cette donnee represente la temperature d'un point de mesure du pro-
pulseur. Elle est exprimee en K
o
. Il s'agit d'un nombre reel suivi par
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un saut de ligne.
Nous donnons l'exemple suivant :
360
{ L'angle par rapport un plan vertial :
Il s'agit de l'angle que fait la sonde par rapport a un plan vertial. Il
est exprime en radian. C'est un nombre reel.
Nous donnons l'exemple suivant :
3.14
{ Le nombre de donnees :
Il s'agit du nombre de lignes de donnees de la mesure. Les mesures
eetuees sont des arateristiques de sondes que l'on araterise par
un veteur double dont haque element est onstitue de deux nombres
reels separes par un blan et suivis d'un saut de ligne. Le nombre de
lignes indique don la taille de e veteur. Il s'agit d'un nombre entier
separe par un blan et suivi par un saut de ligne.
Nous donnons l'exemple suivant :
100
{ Les donnees :
Les donnees sont un veteur dont haque element est onstitue de deux
nombres reels separes par un blan et suivis par un saut de ligne. Le pre-
mier nombre est exprime en V olt et le seond est exprime en Amperes.
Nous donnons l'exemple suivant :
0.000000e+00 6.416115e-01
3.000000e-04 3.198083e+00
4.500000e-04 6.375064e+00
6.000000e-04 1.078834e+01
7.500000e-04 1.640398e+01
9.000000e-04 2.317909e+01
1.050000e-03 3.106243e+01
1.200000e-03 3.999503e+01
1.350000e-03 4.991096e+01
4.6.2 Arboresene des mesures
Nous allons maintenant derire la maniere dont sont plae les hiers de
mesure et don la maniere de les retrouver ou de les ranger. Cette position
de sauvegarde depend en fait des arateristiques de la mesure qui sont au
nombre de 7 :
{ Le debit de gaz.
{ La tension de deharge.
{ L'inlinaison de la rampe de sondes.
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{ La position suivant z.
{ La position suivant y.
{ La position suivant x.
{ S'agit t'il d'une mesure sur la fae avant ou sur la fae arriere.
C'est exatement dans et ordre qu'est organisee l'arboresene de sau-
vegarde. On part tout d'abord d'un repertoire pere dont le nom n'a pas
d'importane.
4.6.2.1 Nom des repertoires de debit
Dans e repertoire pere, on trouve les repertoires qui vont indiquer le
debit de gaz auquel on eetue es mesures.
{ Le nom du repertoire ommene par 'Debit' suivi d'un blan souligne.
{ Il suit un nombre reel immediatement suivi de la ha^ne de aratere
'mg s'. Vous vous en doutez e nombre indique le debit de gaz.
Nous donnons ii un nom de repertoire type : Debit 0:7mg s
4.6.2.2 Nom des repertoires de tension de deharge
Dans es repertoires, on en trouve d'autres qui eux vont indiquer la ten-
sion de deharge a laquelle on eetue es mesures.
{ Un entier qui indique la tension de deharge
{ Il suit la ha^ne de aratere 'V olt'.
Nous donnons ii un nom de repertoire type : 150V olt
4.6.2.3 Nom des repertoires d'inlinaison de la rampe
Dans es repertoires, on en trouve d'autres qui eux vont indiquer l'angle
d'inlinaison de la rampe de sondes. Le nom de es repertoires a la syntaxe :
{ La ha^ne de arateres 'Inlin' suivi d'un blan souligne.
{ Il suit un nombre entier qui indique l'angle d'inlinaison de la rampe
{ Puis la ha^ne de aratere 'deg'.
Nous donnons ii un nom de repertoire type : Inlin 0deg.
Dans es repertoires, on trouve enn les hiers de mesures dont le nom
respete la syntaxe suivante :
4.6.2.4 Nom des hiers de mesures
{ Le nom du hier ommene par 'X'.
{ Il suit un nombre entier.
{ Il est immediatement suivi par 'Y '.
{ Il suit un nombre entier.
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{ Il vient ensuite 'Z'.
{ Il suit un nombre entier
{ On trouve alors soit la ha^ne de aratere 'F ' (Front) soit la ha^ne de
aratere 'R' (Rear).
Nous donnons ii un nom de hier type : X1Y 1Z10R
4.6.3 Chemin d'aes
Dans la pratique, la duree onsaree aux mesures n'a pas permis de faire
varier tous les parametres (debit, tension, inlinaison) omme prevue initia-
lement. Ceux-i sont restes xes a 1 mg=s pour le debit athode, 200 V olt
pour la tension et 10 deg pour l'inlinaison.
Le hemin d'aes a un hier qui resulte de et arhivage, est sous la
forme :
./Debit 0.7mg s/200Volt/Inlin -10deg/X1Y1Z10R
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4.7 Annexe 2 : Automatisation des instru-
ments
Dierentes interfaes logiielles ont ete developpees sur e logiiel pour
automatiser les sequenes de mesures a eetuer. Chaune reoit des donnees
en entree et renvoie leurs resultats apres avoir eetue une serie d'operations.
4.7.1 Manipulation
Deux interfaes ont ete developpees pour ommander la manipulation.
La premiere permet de ommander les deplaements du bras de maniere
automatisee par des series de deplaements et rotations d'intervalle onstant,
la seonde permet d'imposer manuellement les deplaements du bras.
1. Manip :
Donnees :
{ Chemin pere de sauvegarde.
{ Donnees de parametrage de deplaement du bras.
{ Donnees de la rampe de sondes.
{ Donnee de parametrage du propulseur.
{ Indiateur test de deplaement du bras ou manip omplete.
Desription :
Cette interfae appelle 'Init Bras', alule une suite de deplaement du
bras et appelle 'Tableau Bras'. Et pour haun d'entres eux appelle
'Sonde'. Les deplaements sont eetues de la maniere suivante :
{ On reale le bras sur l'origine.
{ On se deplae suivant z ( on demarre d'un z d'origine et on avane
par pas onstant ).
{ Pour haque z on hoisit un angle par rapport a l'axe, 0
Æ
ou 180
Æ
{ Pour haun de es angles on se deplae suivant x pour derire l'es-
pae inter sondes.
Pour haune des axes de deplaement, un indiateur permet de hoisir
si le deplaement se fait par les moteurs du bras ou manuellement (dans
e as le programme demande le deplaement a eetuer). De plus, on
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alule la position de la rampe de sonde gra^e a des osets :
X
rampe
= X
offset
+X
bras
Y
rampe
= Y
offset
+ Y
bras
Z
rampe
= Z
offset
  Z
bras
2. Manip Manuelle :
Donnees :
{ Chemin pere de sauvegarde.
{ Donnees de parametrage de deplaement du bras.
{ Donnees de la rampe de sondes.
{ Donnee de parametrage du propulseur.
{ Indiateur test de deplaement du bras ou manip omplete.
Desription :
Cette interfae appelle 'Init Bras', puis boule sur une suite de de-
mandes de deplaement du bras a eetuer et appelle 'Tableau Bras'.
Et pour haun d'entres eux appelle 'Sonde'. Les deplaements sont
eetues de la maniere suivante :
{ On reale le bras sur l'origine.
{ On se deplae suivant z ( on demarre d'un z d'origine et on avane
par pas onstant ).
{ Pour haque z on hoisit un angle par rapport a l'axe, 0
Æ
ou 180
Æ
{ Pour haun de es angles on se deplae suivant x pour derire l'es-
pae inter sondes.
Pour haun des axes de deplaement, un indiateur permet de hoisir
si le deplaement se fait par les moteurs du bras ou manuellement (dans
e as le programme demande le deplaement a eetuer).
4.7.2 Bras manipulateur
On derit ii, les drivers permettant de ommander le bras manipulateur
Ces modules ont ete developpes initialement par Lionel Menetrier et, pour
ertains, modies par nos soins.
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1. Init Bras :
Entree :
{ Donnees de deplaement du bras.
Desription :
En fontion des indiateurs booleens de deplaement manuel ou non,
reale le bras a l'origine. Appelle Liaison RS485-RS232.
2. Tableau Bras :
Entree (utilisees) :
{ Veteur des positions X,Y,Z et r d'arrivee (en mm, et degre).
{ Veteur des positions X,Y,Z et r de depart ( en pas de moteur ).
{ Indiateur booleen d axe de deplaement a eetuer ou non.
Sortie :
{ Veteur des positions X,Y,Z et r d'arrivee ( en pas de moteur ).
{ Indiateur booleen d axe de deplaement eetuer orretement ou
non.
Desription :
Connaissant sa position atuelle, deplae le bras selon les axes souhaites
jusqu'a la position desiree. Appelle Liaison RS485-RS232.
3. Liaison RS485-RS232 :
Entree :
{ Code a envoyer au moteur du bras.
Desription :
Envoie un ode permettant d'ationner ou de parametrer un moteur
du bras, et attend le ode de reponse du bras envoye apres haque
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deplaement. Les odes sont derits dans le rapport de stage de Lio-
nel Menetrier. Ce programme a provoque des bloages des interfaes
GPIB, visiblement des ompliations ont ete rendues neessaire pour
interepter les messages du bras qui ne sont pas de taille onstante.
4.7.3 Sondes
On derit ii, les drivers permettant de relever les mesures de sondes.
1. Sonde :
Entree :
{ Chemin d'aes parent de sauvegarde.
{ Donnees arateristiques de la rampe de sonde.
{ Donnees de parametrage du propulseur.
{ Donnee de realisation de arateristique de sonde.
{ Position de la rampe de sonde.
Desription :
Parours les 14 sondes de la rampe, en appelant 'multiplexeur' et en
demandant d'ationner le swither sondes avant sondes arriere. Il al-
ule la position de la sonde et appelle 'arateristique'. Permet en outre
de visualiser le parours des sondes.
2. Carateristique
Entree :
{ Chemin d'aes parent de sauvegarde.
{ Position et inlinaison de la sonde.
{ Donnees de realisation de arateristique de sonde.
{ Donnees propulseur.
Desription :
Realise la arateristique en appelant 'Rampe tension' et sauvegarde le
resultat.
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3. Rampe Tension
Entree :
{ Donnees de realisation de arateristique de sonde.
Sortie :
{ Tableau des mesures de la arateristique.
Desription :
Commande les alimentations et le systeme des mesures pour realiser
la arateristique Tension-Intensite. Permet en outre de visualiser la
arateristique en ours de onstrution.
4.7.4 Sauvegarde
On derit ii les modules permettant de preparer et d'eetuer les sauve-
gardes.
1. Aess dir :
Entree :
{ nom du repertoire parent
{ donnees de position des sondes
{ donnees de parametrage du propulseur
Desription :
En fontion des donnees on ree et onatene une serie de ha^nes de
arateres pour former et reer le repertoire de sauvegarde suivant la
proedure derite preedemment.
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2. Aess path :
Entree :
{ nom du repertoire parent
{ donnees de position des sondes
{ donnees de parametrage du propulseur
Sortie :
{ hemin d'aes du hier de sauvegarde
Desription :
En fontion des donnees on ree et onatene une serie de ha^nes de
arateres pour former le hemin de sauvegarde suivant la proedure
derite preedemment.
3. Cha^ne :
Entree :
{ donnees de position des sondes
{ donnees de parametrage du propulseur
{ tableau de mesures d'une arateristique
Sortie :
{ ha^ne de aratere orrespondant au ontenu du hier a sauver
Desription :
En fontion des donnees on ree et onatene une serie de ha^nes de
arateres pour former le ontenu du hier de sauvegarde suivant la
proedure derite preedemment.
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4. Save string :
Entree :
{ hemin d'aes du hier de sauvegarde
{ ha^ne de aratere orrespondant au hier a sauver
Sortie :
{ Indiateur d'erreur
Desription :
Erit sur le disque le hier de sauvegarde.
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4.8 Annexe 3 : donnees depouillees
Dans le tableau suivant, on trouve sur la page de gauhe toutes les infor-
mations relatives a la prise de mesures sur les sondes et leur depouillement (
Nom du hier ontenant les donnees de la arateristique, date et heure de
prise de mesure, sonde avant ou arriere, position selon Z,X et Y , temperature
eletronique ( en eV ), potentiel plasma ( en V ), ourant eletronique et io-
nique ( en A=m
2
) et densite eletronique ( en m
 3
). En orrespondane sur
la page de droite on a les donnees d'alimentation du propulseur.
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Chapitre 5
Modelisation 2D axisymetrique
du milieu magnetospherique.
Nous nous interessons ii a une modelisation bidimensionnelle de la prise
de harge eletrostatique en milieu magnetospherique. Des travaux dans e
domaine ont deja ete eetues. On pourra iter, par exemple les developpements
de l'equipe ameriaine de I.Katz [17℄ qui ont onstruit depuis 20 ans un lo-
giiel de harge eletrostatique : NASCAP.
Nous pouvons aussi iter les developpements du Laboratoire de Mosou,
le RIAME, qui ont onstruit le logiiel ESCAPE [27℄ pour lequel nous avons
apporte une attention toute partiuliere a leur methode 'baktrajetories'.
Pour les travaux franais, nous itons la these de Damien Clementz [7℄
qui a onstruit un ode tridimensionnel utilisant la methode des equations
integrales pour inverser l'equation de Poisson.
5.1 Simpliation des equations
5.1.1 Rappel des equations
Nous rappelons ii les equations de Vlasov presentees en setion 2.2.2
munis de leurs onditions limites :
8x 2 O; 8v 2 IR
3
; 8t  0;
f

t
(t; x; v) + v:r
x
f

(t; x; v)  

er
x
(t; x)
m

:r
v
f

(t; x; v) = 0;
(5.1)
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lim
kxk!+1
f

(t; x; v) = g

(v):
ou g

est la maxwellienne donnee par (2.1).
En negligeant les eets des reemissions, la ondition limite sur les surfaes
du satellite est donnee par :
8x 2 
; 8v 2 IR
3
; v:


> 0;
f

(t; x; v) = 0:
Pour le ouplage par les equations de Maxwell nous nous reportons a la
setion 2.1.3. En onsiderant que le satellite n'est reouvert que par, au plus,
une ouhe de dieletrique, nous obtenons :
 
0
 =  dans 


;

t


k

n
diel
  
0

n

+ 
k

n
diel
  J
ext
:n = 0 sur  
d v
;
Z
 
 v

t

 
0

n

  J
ext
:nd +
Z
 
 d

t

 
k

n
diel

  
k

n
diel
d = 0;
 = 

sur 

0
;
! 0 a l'inni :
Nous allons voir qu'apres adimensionnement des equations, une des sim-
pliations majeures de la modelisation en orbite geostationnaire onsiste a
negliger la harge d'espae.
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5.1.2 Adimensionnement des equations
Nous proedons de maniere analogue qu'en setion 2.2.2, ave quelques
modiations dues a la presene des dieletriques. Leur epaisseur, permitti-
vite et ondutivite arateristique sont respetivement : d; 
0
et .
On introduit ainsi les variables et inonnues adimensionnees :
~
t =
t
T
; ~x =
x
D
; ~v =
v
V
th
e
;
~
f

(
~
t; ~x; ~v) =
f

(t; x; v)
f
0
; ~g

(~v) =
g

(v)
f
0
;
~n

(
~
t; ~x) =
n

(t; x)
n
0
;
~
(
~
t; ~x) =
e(t; x)
kT
e
;
~
d
k
=
d
k
d
; ~
k
=

k

0
; ~
k
=

k

:
(5.2)
On introduit les onstantes sans dimension :
 =
m
e
m
i
;  =

d
D
;  =
D
d
et  =
T

0
:
Ou :

d
=
r

0
KT
e
n
0
e
2
; T = 
2
D
V
th
e
et V
th
e
=
r
kT
e
m
e
:
De plus, les termes

n
diel
orrespondent au hamp eletrique regnant a
l'interieur des dieletriques d'epaisseur ne arateristique d. Compte tenu
des hypotheses sur elui-i, on a :

n
=


 
d
k
.
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Les equations deviennent alors :
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(5.3)
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5.1.3 Passage a la limite formel
En orbite geostationnaire le parametre  est relativement grand ( environ
80 ) si l'on se refere au tableau de la setion 2.1.2 ). Pour simplier les
equations nous passons don formellement a la limite lorsque 
2
! +1.
Nous obtenons alors :
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(5.4)
Ces equations traduisent en partiulier le fait que la harge d'espae puisse
e^tre negligee. Pour le potentiel eletrostatique, nous devrons don resoudre
l'equation de Laplae, les onditions limites pour le potentiel restant in-
hangees. D'autre part, le temps arateristique de harge du satellite est
suÆsamment grand devant les temps arateristiques des partiules. Pour
le mouvement des partiules, nous devrons don resoudre les equations de
Vlasov mais en regime stationnaire.
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5.2 Approximation numerique
5.2.1 Equation de Laplae
Pour resoudre ette equation, plusieurs travaux ont deja ete faits. Nous
pouvons iter par exemple le laboratoire Riame de Mosou [27℄, ou les travaux
de these de Damien Clementz [7℄ eetue pour Matra. Pour es travaux
l'approhe utilisee est elle des equations integrales. Cette methode est bien
adaptee a l'equation de Laplae. Dans notre as de gure, nous devons prevoir
la prise en ompte du propulseur pour lequel nous ne pouvons negliger les
phenomenes de harge d'espae. Nous allons don raisonner par elements nis
volumiques. Pour e faire nous introduisons don la formulation variationnelle
neessitee par ette methode.
5.2.1.1 Formulation variationnelle.
Pour plus de larte, nous supprimons a present la notation
~
 , mais
nous onserverons a l'esprit que toutes les grandeurs physiques sont adi-
mensionnees.
Nous nous plaons dans C = f 2 H
1
(O);
(x)
(1+kxk
2
)
1
2
2 L
2
(O);  =
Cste = 

sur  

g.
Munie de la norme :
kuk
C
=
Z
O
u(x)
2
dx+
Z
O
(ru(x))
2
dx:
La formulation variationnelle de l'equation de Laplae presentee preedemment
s'erit :
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)(	(x)  	

)d:
D'apres les resultats demontres dans [24℄ la forme bilineaire ontenue dans
la derivee en temps est ontinue et oerive.
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Cette formulation variationnelle nous servira pour disretiser le probleme
numeriquement par une methode de Galerkin. Nous nous plaons en 2D-
axisymetrique et introduisons un maillage triangulaire. Se pose alors le probleme
de la ondition a l'inni. Le potentiel doit tendre vers 0 au moins aussi vite
que 1=r. Normalement, dans le plasma, le potentiel doit tendre vers 0 sur
des distanes de l'ordre de la longueur de Debye. Comme elle-i est tres
grande devant les dimensions du satellite, nous ne pouvons mailler jusqu'a
l'atteindre. Nous allons don introduire une surfae tive notee  
s
beau-
oup plus prohe du satellite. Celle-i nous servira a traduire ette ondition
a l'inni. Pluto^t que d'utiliser du ouplage elements nis-equations integrales,
nous utilisons pour e faire des elements innis.
Nous introduisons don un ouvert noteO delimite par les surfaes representant
notre satellite et une sphere de rayon R denissant  
s
, et l'ouvert representant
le volume exterieur a ette sphere note O

.
5.2.1.2 Passage en axisymetrique
Nous onsiderons ii le as de geometries axisymetriques, nous devons
don reerire les equations preedentes dans e adre. Les oordonnees se-
ront notees (r; ; z).
La representation du volume O, en 2D axisymetrique, est une surfae
delimitee par la ourbe representant la surfae du satellite, l'axe de symetrie
et le demi-erle representant la sphere.
Toutes les denominations d'elements de geometrie seront onservees.
Nous donnons diretement la formulation variationnelle en oordonnees
axisymetriques.
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Nous introduisons la forme bilineaire symetrique :
A
yl
FV
((r; z);	(r; z)) =

Z Z
O
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(r; z):r
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	(r; z)drdz+
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:
En nous nous plaant dans l'espae dans C
yl
= f 2 H
1
(O);
(x)
(1+r
2
+z
2
)
1
2
2
L
2
(O);  = Cste = 

sur  

g, munie de la norme :
kuk
C
yl =
Z
O
ru(r; z)
2
drdz +
Z
O
r(r
r;z
u(r; z))
2
drdz:
Cette formulation reste symetrique et oerive.
Nous maillerons la surfae 
 par des triangles. Pour reer le support des
elements innis, nous utilisons les segments frontieres de la sphere que nous
prolongerons radialement jusqu'a l'inni. Nous donnons ii un exemple de
maillage :
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5.2.1.3 Elements nis
Bien que le alul des trajetoires des partiules, presentes ulterieurement,
neessite une regularite du hamp eletrique W
1;1
. Nous utilisons, pour rai-
son de simpliite, des elements nis standard d'ordre 1 pour aluler le po-
tentiel. Le hamp eletrique dont le potentiel derive sera don d'ordre 0 et
nous devrons le regulariser apres oup.
Pour haque nud du maillage 
h
, les fontions de base sont don des
fontions valant 1 au nud onsidere, 0 sur tous les nuds voisins et sont
des polyno^mes d'ordre 1 sur les triangles. Pour haque triangle, la valeur de
la fontion de base assoiee a un nud en un point dans e triangle est donne
par la valeur de la oordonnee baryentrique assoiee a e nud de e point.
Celle-i est alors donnee par les polyno^mes de Legendre :
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
T
1
=






(z
2
  z
3
)(r   r
3
)  (r
2
  r
3
)(z   z
3
)
(z
2
  z
3
)(r
1
  r
3
)  (r
2
  r
3
)(z
1
  z
3
)
; 8(r; z) 2 T;
0; 8(r; z) 62 T;

T
2
=






(z
3
  z
1
)(r   r
1
)  (r
3
  r
1
)(z   z
1
)
(z
2
  z
1
)(r
3
  r
1
)  (r
3
  r
1
)(z
2
  z
1
)
; 8(r; z) 2 T;
0; 8(r; z) 62 T;

T
3
=






(z
1
  z
2
)(r   r
2
)  (r
1
  r
2
)(z   z
2
)
(z
1
  z
2
)(r
3
  r
2
)  (r
1
  r
2
)(z
3
  z
2
)
; 8(r; z) 2 T;
0; 8(r; z) 62 T:
Ou nous utilisons la numerotation loale des nuds du triangle de o-
ordonnees (r
i
; z
i
). Nous introduisons de plus un operateur Num
T
qui, a un
numero loal du triangle T , lui assoie le numero global orrespondant dans
le maillage.
Pour un nud i du maillage de 
, qui n'est pas sur la sphere exterieure
 
s
, ni sur une surfae du satellite en onduteur, l'expression de la fontion
de base 
i
est alors donnee par :

i
(r; z) =
X
T2
h
;i2T

T
Num
 1
T
(i)(r;z)
:
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Pour imposer que le potentiel reste onstant sur les surfaes en onduteur
parfait, nous introduisons une nouvelle fontion de base :


(r; z) =
X
i2 
 v
[ 
d v
X
T2
h
;i2T

Num
 1
T
(i)
(r; z):
L'expression de l'approximation de la solution par elements nis dans le
domaine 
 est alors donnee par :

h
(r; z; t) =
X
i2
n 
s
n 
 v
n 
d v

i
(t)
i
(r; z)+
X
i2 
d v
(
i
(t)  

(t))
i
(r; z) + 

(t)

(r; z; t)
=
X
j2
h

j
X
T2
h
;j2T

Num
 1
T
(i)
(r; z):
Pour plus de details sur la methode des elements nis, on pourra se referer
a [6℄.
Cei n'est pas enore l'expression de l'approximation globale. Il nous reste
enore a introduire les fontions de bases assoiees aux elements innis.
5.2.1.4 Elements innis
Pour realiser le ouplage ave la ondition limite a l'inni, nous avons
introduit la geometrie des elements innis. Pour onstruire les fontions de
base, nous rappelons que nous voulons une fontion qui deroisse au plus en
1=r
s
ou r
s
est la distane au entre de la sphere. Des travaux sur les elements
innis ont deja ete eetue pour resoudre l'equation de Laplae a l'exterieur
d'une sphere, nous iterons par exemple [14℄. Notre approhe onsiste a uti-
liser les fontions de bases lineiques assoies aux segments de notre sphere
que nous multiplions par
R
r
.
Nous introduisons l'ensemble des elements innis 
inf
h
, ils seront exprimes
ette fois-i en oordonnees spheriques (r
s
=
p
r
2
+ z
2
; ; ) :
Un element inni T
inf
porte par les noeuds loaux 1 et 2 est denit par :
r > R;
 = 0;

1
   
2
:
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Les fontions de base assoiees aux noeuds loaux, 1 et 2 valent respeti-
vement dans et element :

T
inf
1
(r
s
; ) =
R
r
s


2
  

2
  
1

8r
s
 R; 8
1
   
2
;

T
inf
2
(r
s
; ) =
R
r
s


1
  

1
  
2

8r
s
 R; 8
2
   
1
:
Pour un nud i de la sphere exterieure, l'expression de la fontion de
base  est alors :

inf
i
(r; z) =
X
T2
h
;j2T

Num
 1
T
(i)
(r; z) +
X
T
inf
2
inf
h
;j2T
inf

T
inf
Num
 1
T
inf
(i)
(r
s
; ):
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Nous sommes don en mesure d'erire l'expression de l'approximation de
la solution par elements nis dans le domaine exterieur au satellite :

h
(r; z; t) =
X
i2
n 
s
n 
 v
n 
d v

i
(t)
i
(r; z) +
X
i2 
s

i
(t)
inf
i
(r; z)+
X
i2 
d v
(
i
(t)  

(t))
i
(r; z) + 

(t)

=
X
i2
n 
s
n 
 d
n 
d v

i
X
T2
h
;i2T

Num
 1
T
inf
(i)
(r; z)
X
i2 
d v
(
i
(t)  

(t))
X
T2
h
;i2T

Num
 1
T
(i)
(r; z)
+
X
i2 
s

i
(t)
X
T
inf
2
inf
;i2T
inf

inf
Num
 1
T
inf
(i)
(r; z)
+ 

(t)
X
i2 
 v
[ 
d v
X
T2
h
;i2T

Num
 1
T
(i)
(r; z):
Par la suite, nous noterons Æ
i
(t) = 
i
(t)  

(t).
5.2.1.5 Resolution matriielle
Nous presentons, ii la methode de Galerkin permettant d'arriver a un
systeme matriiel. En appliquant la formulation variationnelle a une approxi-
mation numerique d'une fontion que l'on teste ave haque fontion de base
assoiee a tous les nuds du maillage, nous obtenons :
8i 2 
n 
 v
n 
s
;

t

Z Z
O
rr
r;z

h
(r; z; t):r
r;z

i
(r; z)drdz
+
Z
 
d v
r

k
d
k
(
h
(r; z; t)  

(t)

(t))
i
(r; z)d
!
=  
Z
 
d v
rJ
ext
:n
i
(r; z)d
 
Z
 
d v
r

k
d
k
(
h
(r; z; t)  

(t)

(r; z))
i
(r; z)d;
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8i 2  
s
;

t

Z Z
O
rr
r;z

h
(r; z; t):r
r;z

inf
i
(r; z)drdz

= 0;

t

Z Z
O
rr
r;z

h
(r; z; t):r
r;z


(r; z)drdz

=  
Z
 
 v
rJ
ext
:n

(r; z)d  
Z
 
d v
rJ
ext
:n

(r; z)d:
Soit :
8i 2 
n 
 v
n 
d v
n 
s
;
X
j2
n 
s
n 
 v
n 
d v

t

j
(t)

Z Z
O
rr
r;z

j
(r; z):r
r;z

i
(r; z)drdz

+
X
j2 
d v

t
Æ
j
(t)

Z Z
O
rr
r;z

j
(r; z):r
r;z

i
(r; z)drdz

+
X
j2 
s

t

j
(t)

Z Z
O
rr
r;z

inf
j
(r; z):r
r;z

i
(r; z)drdz

+

t


(t)

Z Z
O
rr
r;z


(r; z):r
r;z

i
(r; z)drdz

=
 
Z
 
 v
rJ
ext
:n
i
(r; z)d  
Z
 
d v
rJ
ext
:n
i
(r; z)d;
8i 2  
d v
;
X
j2
n 
s
n 
 v
n 
d v

t

j
(t)

Z Z
O
rr
r;z

j
(r; z):r
r;z

i
(r; z)drdz

X
j2 
d v

t
Æ
j
(t)

Z Z
O
rr
r;z

j
(r; z):r
r;z

i
(r; z)drdz
+
Z
 
d v
r

k
d
k

j
(r; z)
i
(r; z)d
!
+

t


(t)

Z Z
O
rr
r;z


(r; z):r
r;z

i
(r; z)drdz

=
 
Z
 
d v
rJ
ext
:n
i
(r; z)d
 
X
j2 
d v
Æ
j
(t)
Z
 
d v
r

k
d
k

j
(r; z)
i
(r; z)d
1
A
;
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8i 2  
s
;
X
j2
n 
s
n 
 v

t

j
(t)

Z Z
O
rr
r;z

j
(r; z):r
r;z

inf
i
(r; z)drdz

+
X
j2 
s

t

j
(t)

Z Z
O
rr
r;z

inf
j
(r; z):r
r;z

inf
i
(r; z)drdz

= 0
X
j2
n 
s
n 
 v
n 
d v

t

j
(t)

Z Z
O
rr
r;z

j
(r; z):r
r;z


(r; z)drdz

+

t


(t)

Z Z
O
rr
r;z


(r; z):r
r;z


(r; z)drdz

=
 
Z
 
 v
rJ
ext
:n

(r; z)d  
Z
 
d v
rJ
ext
:n

(r; z)d:
Pour introduire la notation matriielle, nous introduisons (t) le veteur

(
i
(t))
i2
n 
d v
; (Æ
i
(t))
i2 
d v
; 

(t)

.
Le systeme global devient.

t
(A
h
(t)) = B((t)):
Pour le resoudre nous utiliserons un shema d'Euler expliite lassique :
t
0
= 0;

0
hoisi ;
8n 2 IN; t
n+1
= t
n
+t;
A
h

n+1
  A
h

n
= tB(
n
);
Soit :
n+1
= 
n
+tA
 1
h
B(
n
):
Les premiers aluls realises ave ette matrie onduisent a de mauvais
resultats : la matrie A
h
est diÆile a inverser a ause de son mauvais ondi-
tionnement. Nous onstatons que le parametre  est tres grand en raison de
la faible epaisseur des dieletriques. Dans la matrie de masse A
h
, les termes
apaitifs sont alors tres mal onditionnes. Nous allons don introduire un
redimensionnement des inonnues et fontions de bases sur les dieletriques,
e qui nous permettra d'ameliorer le onditionnement de A
h
.
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5.2.1.6 Amelioration du onditionnement du systeme
Nous introduisons les nouvelles fontions de bases et inonnues sur les
dieletriques :
8i 2  
d v
;


i
(r; z; t) =

i
(r; z; t)
p

;

Æ
i
=
p
Æ
i
:
Une solution s'erit alors dans ette nouvelle base :

h
(r; z; t) =
X
i2
n 
s
n 
 v
n 
d v

i
(t)
i
(r; z) +
X
i2 
s

i
(t)
inf
i
(r; z)+
X
i2 
d v

Æ
i


i
(r; z) + 

(t)

:
Exprimee dans es nouvelles variables et inonnues, la formulation varia-
tionnelle est identique. Il suÆt juste de modier la notation pour les degres,
de liberte et fontion test appartenant aux dieletriques. Neanmoins, on a :
8i; j 2  
d v

Æ
j
Z
 
d v
r

k
d
k


j
(r; z)


i
(r; z)d
= Æ
j
Z
 
d v
r

k
d
k

j
(r; z)
i
(r; z)d;
Ce qui nous onduit a un meilleur onditionnement du systeme. Pour
resoudre le probleme, nous utilisons le me^me algorithme de Newton que elui
derit preedemment.
La forme bilineaire assoiee a la matrie de masse, etant symetrique
et oerive, la matrie resultant de la disretisation par elements nis est
symetrique et denie positive. Pour inverser le systeme, nous utilisons la
methode de Choleski qui permet de fatoriser la matrie sous la forme L:L
t
,
ou L est triangulaire inferieure. L'inversion demande alors l'inversion de deux
systemes triangulaires, e qui est tres rapide. La matrie est stokee sous la
forme 'Skyline' qui permet de preserver la plae memoire, et qui a pour gros
avantage de preserver le masque lors de la fatorisation.
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Pour ahever la desription de la resolution, nous devons aluler les ou-
rants inidents aux surfaes J
ext
presents dans la formulation variationnelle.
Pour e faire nous devons resoudre les equations de Vlasov stationnaires
presentees preedemment.
5.2.2 Calul des ourants inidents au surfae
5.2.2.1 Mise en equation
Nous allons derire ii, une methode inspiree des travaux du RIAME [27℄,
le alul des ourants par 'bak-trajetories'.
La theorie de l'equation de Vlasov nous indique que les fontions de dis-
tribution d'ions et d'eletrons sont onstantes le long des trajetoires des
partiules. Une trajetoire etant denie par la position X et la vitesse V ,
verie en grandeurs adimensionnees les equations :
8s 2 IR
+
;
X(s)
s
= V (s);
V (s)
s
= K

r
x
;
X(0) = X
0
et V (0) = V
0
:
ave
 K
e
= 1 pour les eletrons.
 K
i
=   pour les ions.
Nous denissons T
diret

(X
0
; V
0
), ette trajetoire de pied X(0) = X
0
et
V (0) = V
0
.
Nous denissons aussi les trajetoires T
bak

(X
f
; V
f
) arrivant au point nal
X
f
; V
f
par :
8s 2 IR
+
;
X(s)
s
=  V (s);
V (s)
s
=  K

r
x
;
X(0) = X
f
et V (0) = V
f
:
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C'est en fait une trajetoire parourue en sens inverse.
La theorie des equations de Vlasov nous donne alors que la fontion de
distribution des partiules est une maxwellienne sur toutes les trajetoires
qui rejoignent le satellite, et 0 ailleurs :
f

(X
f
; V
f
) =







g

(
q
V
2
f
  2K

(X
f
)) si lim
s!1;X(s)2T
bak

(X
f
;V
f
)
kX(s)k = +1;
0 sinon.
Nous noterons V
inf

(X
f
) l'ensemble des vitesses V
f
telle que
lim
s!1;X(s)2T
bak

(X
f
;V
f
)
kX(s)k = +1
pour un X
f
donne.
Don, si l'on onsidere un point X
f
d'une surfae de normale  de notre
satellite, le ourant adimensionne reu est alors :
J
e
(X
f
) =  
Z
V
f
2IR
3
;V
f
:<0
V
f
:f
e
(X
f
; V
f
)d
3
V
f
=  
Z
V
f
2V
inf
e
(X
f
)
V
f
:

1
2

3
2
exp

 
V
f
2
2
+ (X
f
)

d
3
V
f
;
J
i
(X
f
) =
Z
V
f
2IR
3
;V
f
:<0
V
f
:f
i
(X
f
; V
f
)d
3
V
f
=
Z
V
f
2V
f
inf
i
(X
f
)
V
f
:

1
2

3
2
exp

 
V
f
2
2
  (X
f
)

d
3
V
f
:
La harge d'espae etant, de part le modele nulle, nous n'avons pas besoin
de la aluler. La seule neessite reside dans le alul des ourants surfaiques ;
nous nous servirons alors de es expressions pour les aluler.
5.2.2.2 Passage en axisymetrique
Pour passer les equations en axisymetrique, nous avons uniquement a
reerire les trajetoires, ainsi que les integrales denissants les ourants.
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 Trajetoires :
Les equations denissants les trajetoires de T
bak

(X; V ) arrivant en (r; 0; z); (V
r
; V

; V
z
)
s'erivent :
8s 2 IR
+
;

s





r(s)
z(s)

=  




V
r
(s)
V
z
(s);

s
0







V
r
(s)
V

(s)
V
z
(s)
1
A
=  










K


r
+
V
2

r
 
V
r
V

r
K


z
;






r(0)
(0)
z(0)
=






r
0
z
;






V
r
(0)
V

(0)
V
z
(0)
=






V
r
V

V
z
:
Les ensembles V
inf

(r; z) seront denis omme preedemment.
 Courants inidents
Pour erire failement les integrales des ourants inidents, nous erivons
les vitesses en fontion de leur module V

et des angles 

et 

qu'elles font
ave la normale  a la surfae :







V
r
V

V
z
= V








os(

)
r
  sin(

) os(

)
z
;
sin(

) sin(

)
r
;
sin(

) os(

)
r
  os(

)
z
:
ave 

et 

variant dans [ 

2
;

2
℄.
Dans e systeme de oordonnees, les integrales valent :
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J
e
(r; z) =  exp((r; z))
Z
+1
0
Z

2
 

2
Z

2
 

2
V
3


1
2

3
2
os(

)j sin(

)j:
exp

 
V
2

2

1I
V (V

;

;

)2V
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e
(r;v)
dV

d

d

;
=  exp((r; z))

1
2

3
2
Z
+1
0
Z

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 

2
Z

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 

2
V
3

os(

)j sin(
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
 
V
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2

1I
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;

;

)2V
inf
e
(r;v)
dV

d

d

;
J
i
(r; z) = exp( (r; z))
Z
+1
0
Z

2
 

2
Z

2
 

2
V
3
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1
2

3
2
os(

)j sin(

)j:
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
 
V
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
1I
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;

)2V
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i
(r;v)
dV

d

d

=exp( (r; z))

1
2

3
2
Z
+1
0
Z

2
 

2
Z

2
 

2
V
3

os(

)j sin(

)j:
exp

 
V
2

2

1I
V 2V
inf
i
(r;v)
dV

d

d

;
ou 1I
V 2V
inf

(r;v)
est la fontion indiatrie valant 1 si V 2 V
inf

(r; v) et 0
sinon.
Le aratere axisymetrique n'intervient alors uniquement a travers l'ex-
pression de V
inf

(r; z), et don des trajetoires des partiules.
Nous allons maintenant derire l'approximation numerique permettant de
aluler es integrales.
5.2.2.3 Approximation numerique
 Courants inidents
Nous allons exposer ii, le alul du ourant d'ions uniquement, le alul
du ourant d'eletrons etant identique.
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Nous ommenons par limiter la borne superieure de l'integrale en V

par
V
max

.
En un point (r; z) d'un segment representant une surfae de notre satellite,
on a :
J
i
(r; z) ' exp( (r; z))
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ou C
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(V ) =  
V
2
+2
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
 
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
et V (V

; 

; 

) la vitesse de norme V

, et
d'angle 

et 

par rapport a la normale .
Cette expression nous permet d'expliiter le alul numerique des ou-
rants. Pour haque terme de la somme nous devons evaluer le terme
1I
V (V

;

;

)2V
inf
i
(r;v)
. Pour e faire nous suivons numeriquement la trajetoire
V
inf
i
(r; v) jusqu'a e que elle-i sorte du domaine de alul. Si elle-i sort
par la frontiere  
s
nous onsiderons que ette trajetoire provient de l'inni
et
1I
V (V

;

;

)2V
inf
i
(r;v)
= 1. Et si elle-i provient d'une frontiere du satellite,
1I
V (V

;

;

)2V
inf
i
(r;v)
= 0. Pour les eletrons, on a de me^me :
J
e
(r; z) ' exp((r; z))
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2

.
Et le ourant neessaire au alul du potentiel est :
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J
ext
(r; v) = J
i
(r; v) + J
e
(r; v):
Le ourant pouvant e^tre alule en haque point d'un segment, pour avoir
une approximation P
0
sur e segment  
j
nous prendrons plusieurs points de
e segment de noeuds i
1
et i
2
:
J
 
j
ext
=
N
 
j
X
i
J
ext
:
Pour ahever la desription du alul, il nous reste a derire la methode
numerique permettant de parourir les trajetoires.
 Trajetoires
En indiant le temps par n et en introduisant un pas de temps t, le
shema numerique permettant de aluler les trajetoires s'erit :
r
n+1
= r
n
 tV
r
n
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z
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= z
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 tV
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V
r
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= V
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
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z

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r
0
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z
0
= z
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V
r
0
= V
r
V

0
= V

V
z
0
= V
z
:
Nous rappelons que e suivi de trajetoire est realise sur un maillage
triangulaire. Sur e maillage, nous avons une approximation P
1
du potentiel
eletrique. Le hamp eletrique derive de elui-i est don une approximation
d'ordre P
0
. Nous avons hoisi de le regulariser, le hamp eletrique au nud
i s'erit :
E
i
=  r
r;z
:(r; z) =
X
T2
h
;i2T
X
j2T

j





r

j
(r; z)

z

j
(r; z)
:
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En un point d'une trajetoire (r; z) inlus dans le triangle T , le hamp
eletrique vaut don :
E(r; z) =
X
j2T

j
(r; z)E
j
:
De plus, en suivant numeriquement les trajetoires, nous onstatons qu'elles
evoluent d'un triangle a un autre, et que nous devons onna^tre le triangle
dans lequel le point de la trajetoire se trouve. Pour e faire, il suÆt de sa-
voir faire passer une trajetoire d'un triangle a un autre. Apres avoir deplae
le point, nous alulons les oordonnees baryentriques assoiees au triangle
de depart. Si au moins une des oordonnees est negative, nous sortons du
triangle, et le point se trouve du ote du segment oppose au nud orres-
pondant. Connaissant le triangle voisin par e segment, nous nous plaons
alors dans elui-i et reiterons la reherhe jusqu'a tomber dans le triangle
dans lequel le point se trouve.
5.2.2.4 Algorithme general
Nous donnons ii l'algorithme general de alul.
 Initialisation.
! Assemblage de la matrie de masseA
h
:
! Fatorisation de elle-i par Choleski.
! 
0
= 0 en haque nud.
! Calul de E
0
:
! Calul des ourants J
ext
.
! Assemblage du seond membre du systeme : 
0
+
t
B
h
(
0
):
 Iteration en temps.












! Calul de 
n+1
en inversant les systeme triangulaire.
! Calul de E
n+1
:
! Calul des ourants J
ext
.
! Assemblage du seond membre du systeme : 
n+1
+
t
B
h
(
n+1
):
! Calul du residu kB
h
(
n+1
)k pour eetuer un test d'arre^t.
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5.3 Resultats numeriques
5.3.1 Cas test de la sphere
Le as test d'une sphere de onduteur parfait, traite par Laframboise
[18℄ et numeriquement a la setion 3.3, nous permettra de valider le potentiel
spatial a l'equilibre ave sa forme analytique :
(r) =
 2:5 10
4
r
:
et le alul des ourants ave eux de Laframboise :
J
e
=  en
0
r
kT
e
2m
e
exp

e(x)
kT
e

;
J
i
= en
0
r
kT
i
2m
i

1 
e(x)
kT
i

:
Celle i est plongee dans un plasma neutre de densite n
0
= 1e6m
 3
et de
temperature kT
e
= kT
i
= 10keV .
Nous donnons d'abord la artographie du potentiel, une fois l'equilibre
atteint :
-20000
-10000
Ph
i
-100
-50
0
50
100
R
-100
-50
0
50
100
Z
X Y
Z
Frame 001  18 Sep 2001 
On retrouve bien un potentiel se omportant en 1=r. Ce graphique n'etant
pas suÆsamment expliite, nous donnons une vue en oupe :
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R ( m )
Z
(m
)
-100 -50 0 50 100-100
-75
-50
-25
0
25
50
75
100
Phi ( V )
-4906.13
-7111.4
-9316.67
-11521.9
-13727.2
-15932.5
-18137.8
-20343
-22548.3
-24753.6
Frame 001  18 Sep 2001 
Nous retrouvons le fait que l'equilibre est atteint lorsque le potentiel vaut
quelques fois la temperature eletronique exprimee en eV .
Nous donnons les omparaisons ave les resultats analytiques :
R ( m )
Ph
i(V
)
20 40 60 80 100
-25000
-20000
-15000
-10000
-5000
calcul
theorie
Frame 001  18 Sep 2001 
202 CH. 5. MOD

ELISATION 2D AXISYM

ETRIQUE DU MILIEU MAGN

ETOSPH

ERIQUE.
On onstate une bonne representation du potentiel, on onstate aussi peu
d'imperfetion au niveau du bord de notre zone de alul, e qui nous rassure
dans le hoix des elements innis.
t ( s )
J(m
A/
m
m
2
)
0 0.025 0.05 0.075 0.1
5E-10
1E-09
1.5E-09
2E-09
2.5E-09 J
Jexa
J
Jexa
Ion
electron
Frame 001  18 Sep 2001 
Les ourants sont aussi en bonne orrespondane ave les ourants alules
par Laframboise [18℄. En outre, nous avons pu onstater que l'indiatrie
1I
V (
2i
r
 1
2N
r
V
max

; 

2
+
2i

 1
2N

;; 

2
+
2i

 1
2N

)2V
inf
e
(r;v)
des approximations d'integrales de la sous setion 5.2.2.3 vaut toujours 1
pour les eletrons. Les trajetoires touhant le satellite sortent toutes de
notre boite de alul. Le alul donne alors exatement l'expression analy-
tique de Laframboise.
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5.3.1.1 Validation de la prise en ompte des dieletriques
Nous donnons maintenant un as test permettant de valider la prise en
ompte des dieletriques :
Nous onsiderons une sphere de rayon 10m reouverte de dieletrique de
permittivite  = 3
0
, de permeabilite  = 110
 14
siemens=m et d'epaisseur
d = 10m.
Nous ne la plaerons pas dans un plasma mais dans le vide, et nous im-
poserons omme ondition initiale pour le onduteur parfait un potentiel de
 1V et de 0V pour les faes exterieures du dieletrique. Une dierene de
potentiel de 1V regne don a l'etat initial dans le dieletrique.
La symetrie spherique et l'absene de ourant exterieur nous permettent
de resoudre analytiquement le probleme. Les equations presentees en 2.1.3 se
reduisent onsiderablement a 2 equations regissant le potentiel de la surfae
dieletrique 
diel
(t) et elui du onduteur 
ond
(t) en fontion du temps t :

t

diel
(t) = 0;

t


d

ond
(t)

+

d

ond
= 0:
qui se resolvent aisement :

diel
(t) = 0;

ond
(t) = exp

 
t
=

:
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Nous donnons alors le resultat numerique obtenu en traant le potentiel
de haque ellule de dieletrique ( Celn ) et du onduteur :
t ( s )
Ph
i(V
)
0 5000 10000 15000 20000-1
-0.9
-0.8
-0.7
-0.6
-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1
0
Cel 1
Cel 2
Cel 3
Cel 4
Cel 5
Cel 6
Cel 7
Cel 8
Cel 9
Cel 10
Cel 11
Cel 12
Cel 13
Conducteur
Conducteur exact
Frame 001  19 Sep 2001 
On onstate que, les potentiels des dieletriques sont presque nuls, malgre
quelques imperfetions negligeables, et que le potentiel du onduteur onide
ave l'expressions exate. Nos potentiels sont en bonne adequation ave les
resultats theoriques.
5.3.2 Cas test plus realiste : un ylindre
Nous donnons ii, un as test de geometrie plus realiste : un ylindre.
Celui-i sera reouvert de dieletrique de permittivite  = 3
0
, de permeabilite
 = 1 10
 14
siemens=m et d'epaisseur d = 10m.
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Nous donnons la arte de potentiel autour du satellite, a l'equilibre.
Z
R
-100 0 100
-75
-50
-25
0
25
50
75 Phi
-2000
-3000
-4000
-5000
-6000
-7500
-10000
-15000
-20000
-25000
Frame 001  1 Oct 2001 
La artographie du potentiel est tres prohe de elle donnee pour la
sphere, hormis, biensu^r, au voisinage de l'objet representant le satellite. La
surfae exterieure de la sphere est don plaee suÆsamment loin de notre
satellite. Le hoix de maillage triangulaire nous permet de onstruire des
geometries plus ompliquees, et l'arhiteture du programme nous permet de
prendre en ompte plusieurs types de dieletrique dierents.
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Aussi les ourants reus par une surfae du satellite :
t ( s )
J(
m
A/
m
m
2
)
0 0.1 0.2 0.3 0.4
10-13
10-12
10-11
10-10
10-9
Je
Ji
Jbulk
Frame 001  19 Sep 2001 
Nous onstatons une bonne onvergene des ourants, mais un tres faible
ourant de ondution. Le potentiel du onduteur et elui du dieletrique
restent tres prohes.
Chapitre 6
Modelisation 2D axisymetrique
du propulseur.
Nous nous interessons ii a la modelisation bidimensionnelle d'un pro-
pulseur de type SPT , Beauoup de travaux ont deja ete eetues dans le
domaine. nous iterons par exemple, Samantha Roy et Daniel Hasting [32℄
du Massahuhusetts Institute of Tenology, qui ont onstruit un modele de
plume hybride. Les ions sont traites de maniere partiulaire, les eletrons
suivent une distribution de Boltzmann, et les ions lents sont rees ave un
operateur de ollision de type Monte-Carlo (MCC). Puis, plus tard Daniel
Hastin et David Oh [25℄ ont onstruit un modele similaire mais en modiant
le traitement des ollisions, la methode DSMC (Diret Simulation Monte
Carlo) est utilisee. Un autre modele similaire a ete onstruit par J. Wang
and J. Brophy [38℄ du Jet Propulsion Laboratory. M. Tajmar [35℄ du entre
de reherhe autrihien Seibersdorf, a aussi onstruit un modele partiulaire
hybride. Pour les modeles franais, nous iterons J. Bareilles, L. Guarrigues et
J.P Boeuf [1℄ qui ont eux aussi developpe un modele hybride uide Pi-MCC.
Parmi les travaux russes, nous iterons A.M. Bishaaev, V.K. Kalashnikov et
A.V. Shavkyna [3℄ qui ont developpe un logiiel JET base sur un modele
similaire mais utilisant ette fois-i, un modele B.G.K. pour traiter les ol-
lisions. Nous iterons aussi les travaux russes du TsNIIMASH [13℄, ou un
modele uide pour le plasma primaire et partiulaire pour les ions lents a ete
developpe.
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6.1 Simpliation des equations
6.1.1 Rappel des equations
Nous rappelons les equations de Vlasov presentees en setion 2.2.3 munis
de leurs onditions limites :
Ions rapides :
8x 2 O; 8v 2 IR
3
; 8t  0;
f
Xe
+
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2
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8x 2 
;8v 2 IR
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f
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+
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Eletrons :
n
e
(x; v) = n
ref
exp

e(x)
kT
SPT
e

:
Potentiel :
 
0

x
(t; x) = e(n
Xe
+
(t; x) + n
Xe
+
lent
(t; x)  n
e
(t; x)) dans 


;
(t; x) = 
s
(t; x) sur  
d v
[  
 d
;
! 0 a l'inni :
6.1.2 Adimensionnement des equations
Nous proedons de maniere analogue qu'en setion 2.2.3.
Nous rappelons les variables d'adimensionement :
~
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x
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f
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~
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:
On introduit les onstantes sans dimension :
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n
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n
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d
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2
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D
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Æ
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n
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h
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3
:
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Ave omme temps arateristique T
SPT
:
T
SPT
= 
D
q
2eU
deh
m
Xe
:
Et de me^me qu'en 2.2.3 les equations de Valsov derivant les partiules
seront stationnaires.
Les equations deviennent alors :
Ions rapides :
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3
;~v:
sort
> 0;
~
f
Xe
+
(
~
t; ~x; ~v) = ~g
SPT
Xe
+
(~x; ~v):
Ions lents :
8~x 2
~
O; 8~v 2 IR
3
; 8
~
t  0;
~v:r
~x
~
f
Xe
+
(
~
t; ~x; ~v) r
~x
~
(
~
t; ~x):r
~v
~
f
Xe
+
(
~
t; ~x; ~v) =

Xe
~n
2
Xe
+
(
~
t; ~x)kvk~
CEX
(v):

T
n


3
2
exp
 
 T
n
~v
2

:
Ave :
8x 2 
;8v 2 IR
3
; v:


> 0;
~
f
Xe
+
lent
(t; x; v) = 0;

Xe
= 1:5;
et, 
CEX
(v) = (k1 ln (kvk) + k2)
2
 10
 20
m
2
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Eletrons :
~n
e
(~x; ~v) = exp

~
(~x)

:
Potentiel :
 
2

~x
~

~x
= ~n
Xe
+
(~x) + ~n
Xe
+
lent
(~x)  exp

~
(~x)

dans
~



;
~
 =
~

s
sur
~
 
d v
[
~
 
 d
;
~
! 0 a l'inni :
6.1.3 Passage a la limite formel
Pour simplier les equations, nous passons don formellement a la limite
lorsque  ! 0 et T ! +1. Nous obtenons alors :
Ions rapides :
8~x 2
~
O;8~v 2 IR
3
;
~v:r
~x
~
f
Xe
+
(~x; ~v) 
1

p
r
~x
~
(x):r
~v
~
f
Xe
+
(~x; ~v) = 0:
Ave :
8~x 2 
;8~v 2 IR
3
; ~v:


> 0;
8~x 2
~
 
sort
;
~
f
Xe
+
(~x; ~v) = 0;
8~v 2 IR
3
;~v:
sort
> 0;
~
f
Xe
+
(~x; ~v) = ~g
SPT
Xe
+
(~x; ~v)
Ions lents :
8~x 2
~
O;8~v 2 IR
3
;
~v:r
~x
~
f
Xe
+
(~x; ~v) r
~x
~
(~x):r
~v
~
f
Xe
+
(~x; ~v) = 
Xe
~n
2
Xe
+
(
~
t; ~x)kvk~
CEX
(v):
Ave :
8x 2 
;8v 2 IR
3
; v:


> 0;
~
f
Xe
+
lent
(t; x; v) = 0;
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Eletrons :
~n
e
(x; v) = exp

~
(x)

:
Potentiel :
Pour la zone, en sortie prohe du propulseur ou la neutralite peut e^tre
imposee :
~
(~x) = 
ond
+ d + log

~n
Xe
+
(~x) + ~n
Xe
+
lent
(~x)

:
Pour la zone ou la neutralite ne peut plus e^tre imposee :
 
2

~x
~
(~x) = ~n
Xe
+
+ ~n
Xe
+
lent   exp

~
(~x))

dans 


;
~
 =
~

s
sur
~
 
d v
[
~
 
 d
;
~
! 0 a l'inni:
Pour determiner les dierentes zones, nous utiliserons un ritere sur le
nombre de Debye, lorsque elui-i depassera 1, par exemple, nous n'impose-
rons plus la neutralite.
Dorenavant, nous supprimerons la notation
~
, les grandeurs restant adi-
mensionnees.
6.2 Approximation numerique
6.2.1 Densite de partiules
6.2.1.1 Passage en axisymetrique
Nous reerivons les equations en axisymetrique. Nous remarquons que
pour les ions, l'approximation monoinetique permet d'aÆrmer qu'auune
partiule n'a de vitesses perpendiulaires au plan (rOz) :
f
Xe
+
(r; z; v
r
; v

; v
z
) = n
Xe
+
(r; z)Æ(v
r
  v
r
Xe
+(r; z))Æ(v
z
  v
z
Xe
+(r; z))Æ(v

);
f
Xe
+
lent(r; z; v
r
; v

; v
z
) = n
Xe
+
lent(r; z)Æ(v
r
  v
r
Xe
+
lent(r; z))Æ(v
z
  v
z
Xe
+
lent(r; z))Æ(v

):
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Nous proedons alors omme dans [33℄, les equations deviennent :
Ions rapides :
8r; z 2 O;8v
r
; v
z
2 IR
3
; 8t  0;




v
r
v
z
:r
r;z
[rf
Xe
+
℄(r; z; v
r
; v
z
) 
1

p
r
r;z
(r; z):r
v
r
;v
z
[rf
Xe
+
℄(r; z; v
r
; v
z
)) = 0:
Ave :
8r; z 2 
;8v
r
; v
z
2 IR
3
;




v
r
v
z
:


> 0;
[rf
Xe
+
℄(r; z; v
r
; v
z
) = 08r; z 2  
sort
;
8v
r
; v
z
2 IR
3
;




v
r
v
z
:
sort
[rf
Xe
+
℄(r; z; v
r
; v
z
) = [rg
SPT
Xe
+
℄(r; z; v
r
; v
z
):
Ions lents :
8(r; z) 2 O;8(v
r
; v
z
) 2 IR
2
; 8t  0;




v
r
v
z
:r
r;z
[rf
Xe
+
℄(r; z; v
r
; v
z
) r
r;z
(r; z):r
v
r
;v
z
[rf
Xe
+
℄(r; z; v
r
; v
z
) =
q
Xe
+
lent(r; z)Æ(v
r
)Æ(v
z
):
Nous onstatons don que nous devons resoudre pour les 2 espees d'ions,
l'equation de Vlasov bidimensionnelle. Neanmoins, la grandeur transportee
est (rf).
Eletrons :
n
e
(r; z; v
r
; v
z
) = exp ((r; z))) :
La densite des eletrons etant uniquement, fontion du potentiel, son
alul sera trivial sur un maillage sur lequel le potentiel est onnu.
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6.2.1.2 Methode partiulaire
Nous allons utiliser une methode partiulaire deterministe pour resoudre
les equations de Vlasov stationnaires. Cette methode est plus onnue sous
le nom PIC, 'Partile In Cell'. Pour ommener nous introduisons les tra-
jetoires issues d'un point x du bord O ave une vitesse v entrante dans
O.
8s 2 IR
+
;
X(s; x; v)
s
= V (s; x; v);
V (s; x; v)
s
=  
1

r
x
;
X(0) = x et V (0) = v:
ave
 = 1 pour les ions lents;
 = 
p
pour les ions rapides:
Nous introduisons aussi le temps de sortie du domaine O de ette traje-
toire : T (x; v).
Nous rappelons que nous sommes en axysymetrique, que X = (r; z) et
V = (V
r
; V
z
), et que la grandeur transportee par l'equation de Vlasov sta-
tionnaire est [rf
X
+
e
℄.
Nous allons proeder omme dans la these de Bruno Salanon [33℄ pour
introduire la methode numerique.
Ions rapides :
La theorie sur l'equation de Vlasov nous donne que la fontion de distri-
bution des ions est onstante le long des trajetoires, on a alors :
[rf ℄(X(t; x; v); V (t; x; v)) = [rg
SPT
Xe
+
℄(x; v): (6.1)
Don, en nous plaant en un point (X
0
; V
0
) de O  IR
2
[rf ℄(X
0
; V
0
) =
Z
X(t;x;v)
Z
V (t;x;v)
[rf ℄(X(t; x; v); V (t; x; v))Æ(X
0
 X(t; x; v))
Æ(V
0
  V (t; x; v))dX(t; x; v)dV (t; x; v):
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En utilisant la formule de hangement de variable
dX(t; x; v)dV (t; x; v) = jv:(x)jdvd(x)dt;
et en utilisant (6.1), on a :
[rf ℄(X
0
; V
0
) =
Z
t
0
Z
v
Z
 
sort
[rg
SPT
Xe
+
℄(x; v)
Æ(X
0
 X(t; x; v))Æ(V
0
  V (t; x; v))v:(x)dvd(x)dt:
(6.2)
Ions lents :
Nous proedons de me^me que preedemment, les speiites viennent ii
du fait que nous avons un terme soure pour l'equation de Vlasov et auune
ondition d'injetion.
[rf ℄(x; v) =
Z
0
 1
[rq
lent
Xe
+
℄(X(s; x; v))Æ(V (s; x; v))ds: (6.3)
Don, en nous plaant en un point (X
0
; V
0
) de O  IR
2
.
[rf ℄(X
0
; V
0
) =
Z
x
Z
v
[rf ℄(x; v)Æ(X
0
  x))Æ(V
0
  v)dxdv:
Or, en posant, y = X(s; x; v); w = Y (s; x; v) et t =  s, on a
x = X(t; y; w); v = V (t; y; w) et dxdvds =  dydwdt, puis en utilisant (6.3),
on a :
[rf ℄(X
0
; V
0
) =
Z
y
Z
w
Z
+1
0
[rq
lent
Xe
+
℄(y)Æ(w)
Æ(X
0
 X(t; y; w))Æ(V
0
  V (t; y; w))dydwdt:
(6.4)
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Approximation des fontions de distributions :
La resolution par la methode partiulaire onsiste a approher les gran-
deurs, rf(t; :; :) par une somme de masses de Dira :
[rf ℄(s; x; v) =
Np
X
k=1
w
k
Æ(x  x
k
(s))Æ(v   v
k
(s)):
Ou Np est le nombre de partiules, w
k
est le poids assoie a la partiule
k, et x
k
(s); v
k
(s), ses oordonnees dans l'espae et dans l'espae des phases.
Et r
k
(s) et z
k
(s) sont sur les trajetoires denies par :
dx
ds
=







dr
ds
(s)
dz
ds
(s)
= v(s) =





v
r
(s)
v
z
(s);
dv
ds
=







dv
r
ds
dv
z
ds
=








 
1


r
(r; z)
 
1


z
(r; z);
ave
 = 1 pour les ions lents;
 = 
p
pour les ions rapides:
Pour resoudre es trajetoires nous utilisons le shema de Newton lassique :
r
n+1
= r
n
+sv
n
r
z
n+1
= z
n
+sv
n
z
;
v
n+1
r
= v
n
r
 
s


r
(r
n
; z
n
)
v
n+1
z
= v
n
z
 
s


z
(r
n
; z
n
):
Nous avons deja vu au hapitre preedant omment suivre e type de traje-
toires sur un maillage non struture triangulaire.
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L'approximation des fontions de distribution rf s'obtient en utilisant
une approximation du terme d'injetion pour les ions rapides et du terme
soure pour les ions lents :
Ions rapides :
En utilisant :
[rg
SPT
Xe
+
℄(x; v) '
X
k
[rg
SPT
Xe
+
℄(x
k
(0); v
k
(0))Æ(x  x
k
(0))Æ(v   v
k
(0))x
k
(0);
ou x
k
est un element de surfae.
et en remplaant dans l'equation (6.2), nous avons :
[rf ℄(X
0
; V
0
) '
Z
t
0
Z
v
Z
 
sort
X
k
[rg
SPT
Xe
+
℄(x
k
(0); v
k
(0))Æ(x  x
k
(0))Æ(v   v
k
(0))x
k
(0)
Æ(X
0
  x
k
(t))Æ(V
0
  v
k
(t))v:(x)dvd(x)dt
'
Z
t
0
X
k
[rg
SPT
Xe
+
℄(x
k
(0); v
k
(0))
Æ(X
0
  x
k
(s))Æ(V
0
  v
k
(s))v
k
(0):(x
k
(0))x
k
(0)dt
'
X
n
X
k
[rg
SPT
Xe
+
℄(x
0
k
; v
0
k
)Æ(X
0
  x
n
k
)Æ(V
0
  v
n
k
)v
k
(0):
(
x
0
k
)x
0
k
t:
Ions lents :
En utilisant :
[rq
lent
Xe
+
℄(x) '
X
k
[rq
lent
Xe
+
℄(x
k
(0))Æ(x  x
k
(0))x
k
(0);
et en remplaant dans l'equation (6.4) ave v
k
(0) = 0, nous avons :
[rf ℄(X
0
; V
0
) '
Z
+1
0
Z
v
X
k
[rq
lent
Xe
+
℄(x
k
(0))(x  x
k
(0))x
k
(0)Æ(v)Æ(X
0
  x
k
(s))Æ(V
0
  v
k
(s))dt
'
X
n
X
k
[rq
lent
Xe
+
℄(x
0
k
)Æ(X
0
  x
n
k
)Æ(V
0
  v
n
k
)x
0
k
t:
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Ave q
lent
Xe
+
= 
Xe
n
2
Xe
+
kV
Xe
+
k
CEX
(V
Xe
+
), ou n
Xe
+
et V
Xe
+
sont les gran-
deurs marosopiques alulees pour les ions rapides.
Les grandeurs interessantes sont les grandeurs marosopiques. Nous avons
don besoin de formules d'interpolation pour aluler les densites d'ions ra-
pides et lents.
Nous determinons alors les poids w
k
pour haune des espees d'ions.
6.2.1.3 Choix des poids w
k
Ions rapides :
Pour les ions rapides nous sommes dans le as d'une surfae emmitrie
 
sort
de normale 
sort
. Celle-i est deoupee en N
p
points de oordonnees
(r
k
(0); z
k
(0)) separee par des intervalles onstants de taille x. La distri-
bution etant supposee onnue et monoinetique, la vitesse en e point est
onnue et vaut (v
r
k
(0); v
z
k
(0)). Les poids sont donnes par :
w
k
= [rg
SPT
Xe
+
℄(x
0
k
; v
0
k
)




v
r
0
k
v
z
0
k
:
sort
tx
0
k
:
Ions lents :
Pour les ions lents, nous sommes dans le as d'emission en volume. Pour
haque triangle de notre maillage dans lequel des ions lents sont rees nous
introduisons les 3 points de Gauss desquels nous injeterons des partiules.
Au total, nous aurons don N
p
points de oordonnees (r
k
(0); z
k
(0)). La vitesse
d'emission est nulle. Le nombre de partiules reees pendant un pas s de
temps etant onnue. Les poids sont donnes par :
w
k
= [rq
lent
Xe
+
℄(x
0
k
)x
0
k
t:
6.2.1.4 Formule d'interpolation
En utilisant les denitions de la densite de harge n
i
et de la densite de
ourant en
i
v
i
, ainsi que l'expression de la fontion de distribution, on a :
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rn
i
(r; z) =
N
s
X
n=0
N
p
X
k=0
w
k
Æ(r   r
k
(ns))Æ(z   z
k
(ns));
ern
i
(r; z)v
r
i
(r; z) =
N
s
X
n=0
N
p
X
k=0
w
k
v
r
k
(ns)Æ(r   r
k
(ns))Æ(z   z
k
(ns));
ern
i
(r; z)v
z
i
(r; z) =
N
s
X
n=0
N
p
X
k=0
w
k
v
r
k
(ns)Æ(r   r
k
(ns))Æ(z   z
k
(ns)):
Pour pouvoir resoudre l'equation de Poisson, nous avons neanmoins be-
soin d'une approximation elements nis de rn
i
en haque noeud du maillage
i, soit :
(rn
i
)
i
=
X
T ;i2T
Z
T
rn
i
(r; z)
T
i
(r; z)
=
X
T ;i2T
1
jT j
N
s
X
n=0
N
p
X
k=0
w
k

T
i
(r
k
(ns); z
k
(ns));
ou jT j orrespond a l'aire du triangle T
Nous avons de me^me pour la densite de ourant :
(rn
i
v
r
i
)
i
=
X
T ;i2T
Z
T
rn
i
(r; z)v
r
(r; z)
T
i
(r; z)
=
X
T ;i2T
1
jT j
N
s
X
n=0
N
p
X
k=0
w
k
v
r
k

T
i
(r
k
(ns); z
k
(ns));
(rn
i
v
z
i
)
i
=
X
T ;i2T
Z
T
rn
i
(r; z)v
z
(r; z)
T
i
(r; z)
=
X
T ;i2T
1
jT j
N
s
X
n=0
N
p
X
k=0
w
k
v
z
k

T
i
(r
k
(ns); z
k
(ns)):
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6.2.1.5 Pas de temps variable
Dans la plupart des as le maillage devra e^tre raÆne pres de la sortie
du propulseur et beauoup moins loin du satellite. Le pas de temps initial
dependant de la taille des triangles, il est tres interessant de prendre un pas
de temps variable pour parourir les trajetoires. Si nous prenons un pas de
temps realule a haque iteration, nous devons alors modier les formules des
poids et d'interpolation, en exemple nous les donnons pour les ions rapides :
w
k
= r
k
(0)g
SPT
i
Xe
+
(r
k
(0); z
k
(0))




v
r
k
(0)
v
z
k
(0)
:
sort
sx
=
X
T ;i2T
1
jT j
N
X
k=1
1
r
N
s
X
n=0
N
p
X
k=0
w
k

T
i
(r
k
(n
n
s); z
k
(n
n
s)
n
s):
6.2.1.6 Densite eletronique
Nous avons don derit omment aluler la densite ionique. Nous devons
introduire maintenant la densite eletronique. Dans le oeur du jet, ou, nous
l'avons vu, la neutralite peut e^tre imposee, on a n
e
= n
i
Xe
+
+ n
i
Xe
+
lent
. A
l'exterieur de ette zone nous rajouterons des eletrons en haque noeud du
maillage pour lequel la densite ionique n'est pas nulle sur au moins un de
es voisins. Cei nous determine une deuxieme zone 

harg
. Dans elle-i la
densite eletronique est donnee par :
n
e
= exp (  
ref
)
Et son approximation elements nis s'erit :
n
e
=
X
i2

harg
exp (
i
  
ref
) 
i
6.2.2 Equation de Poisson
6.2.2.1 Formulation variationnelle
La formulation variationnelle se onstruit de maniere analogue au ha-
pitre preedent. Neanmoins, le domaine de resolution est modie du fait que
le potentiel est xe dans la zone O
neu
ou la neutralite est imposee. De plus,
dans la zone O
harg
ou la harge d'espae n'est pas nulle et ou la neutralite
ne peut e^tre imposee nous devons prendre en ompte ette harge dans le
terme soure. La formulation variationnelle, diretement en axisymetrique,
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s'erit :
Nous nous plaons dans C = f 2 H
1
(O);  
1
r
;  = 
s
sur  
 v
[
 
d v
g.
Z Z
OnO
neu
rr
r;z
(r; z):r
r;z
	(r; z)drdz =
Z Z
O
harg
r:

n
i
Xe
+
(r; z) + n
i
lent
Xe
+
(r; z)  exp((r; z)))

	(r; z)drdz
Nous raisonnons omme preedemment par elements nis.
6.2.2.2 Elements nis
Nous donnons ii, diretement l'expression des equations menant a la
resolution matriielle.
8i 2 
n 
 v
n 
d v
n 
s
X
j2
n 
s
n 
 v
n 
d v

j

Z Z
O
rr
r;z

j
(r; z):r
r;z

i
(r; z)drdz

=
Z Z
O
harg
r:

n
i
Xe
+
(r; z) + n
i
lent
Xe
+
(r; z)


i
(r; z)drdz
 
X
j2
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Nous onstatons que le systeme matriiel auquel es equations aboutissent
est non-lineaire. Cela vient du fait que les inonnues sont les valeurs du
potentiel aux noeuds et que la densite eletronique en depend. Protant de
la onvexite de la fontion exponentielle, pour le resoudre nous utiliserons
une methode de Newton.
6.2.2.3 Algorithme de Newton
Nous introduisons ii, une methode iterative permettant de resoudre le
systeme preedant. Si nous notons A
h
la matrie du systeme preedant et
B() le seond membre, nous introduisons le proessus iteratif :

0
xe
(A
h
 B
0
(
n
))
n+1
= B(
n
) +B
0
(
n
):(
n+1
  
n
)
Formule ainsi, la matrie B
0
(
n
) est non-symetrique, les termes sont de
la forme :
B
0
(
n
)
i;j
= exp(
n
j
)
Z Z
r
j
(r; z)
inf
i
(r; z)drdz
Comme la formulation ontinue est symetrique, nous allons symetriser
la matrie disrete de fore, pour e faire nous utiliserons une methode de
ondensation de masse, en utilisant l'approximation :
exp(
n
j
)
Z Z
r
j
(r; z)
inf
i
(r; z)drdz '
X
T2T
h
;i2T
jT jr
j
exp(
n
j
)Æ
i;j
Nous utiliserons pour resoudre, e systeme, toujours une methode de Cho-
leski. Neanmoins dans e adre elui-i est tres ou^teux puisque nous devons
fatoriser la matrie a haque iteration. Nous arreterons le alul lorsque
k
n+1
  
n
k sera suÆsament faible.
6.3 Resultats numeriques
6.3.1 Cas du SPT-50
Nous donnons ii, les resultats d'un alul fait pour un SPT  50, elui-i
est identique au SPT   100 mais de taille reduite.
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Nous donnons tout d'abord la densite ionique, dans le domaine de alul
exterieur au satellite.
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Pour ommenter es resultats nous deomposons ette densite en densite
d'ions lents et densite d'ions rapides :
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Pour les ions rapides, nous avons :
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Cela orrespond bien a une expansion de jet, nous retrouvons la diusion
radiale provoquee par le hamp eletrique, ainsi que la deroissane le long de
l'axe. Nous onstatons, que ontrairement au modele 'ESCAPE' [27℄, qu'au-
un ion rapide ne retourne sur le satellite. Cela est du^ a leur forte aeleration
dans le anal du propulseur ( aeleration par un hamp de 200V . La neu-
tralite du plasma dans lequel ils evoluent n'implique qu'un faible hamp
eletrique (dizaines de Volts de dierene de potentiel), pas assez important
pour les devier.
6.3. R

ESULTATS NUM

ERIQUES 225
Pour les ions lents, nous avons :
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Sur les ions lents, nous onstatons une forme partiuliere, orrespondant a
une population d'ions lents se propageant le long de l'axe et a une population
diusant sur les bords du jet. Nous portons maintenant notre attention sur
es ions lents. Ceux-i sont rees a une vitesse tres faible. Ils subissent alors
le hamp eletrique, qui ontrairement aux ions rapides est alors suÆsant.
Nous avons d'ailleurs aÆrme qu'ils etaient suseptibles de retourner sur le
satellite et de reer un ourant ionique positif.
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Nous donnons ii le ourant reu par les surfaes situees juste en arriere
du propulseur. ( Z = 2:5m sur la gure )
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La ourbe du ourant reu par les faes arrieres manque de regularite,
ela provient probablement de la methode partiulaire utilisee. Il serai bon,
d'augmenter dans le futur le nombre de partiules, ou d'ajouter des ollisions
entre ions lents ou entre ion lent et neutre.
6.3.2 Comparaison ave les mesures experimentales
Pour omparer les resultats obtenus ave les mesures nous donnons ii
uniquement la omparaison ave le ourant ionique, trae sur des erles
entres sur la sortie du propulseur pour dierents rayons. Les ourants sont
indiques sur une ehelle logarithmique.
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Le resultat obtenu nous donne un prol alule beauoup moins dius
et a une plus grande amplitude que pour les mesures. Nous devons rappeler
les onditions dans lesquelles se sont faites les mesures. Le aisson etait de
taille relativement faible. De plus, le fait d'avoir augmente le debit de la
athode pour maintenir le propulseur allume a ajoute une proportion de
neutre importante dans le aisson. La pression residuelle en resultant a pu
provoquer davantage de diusion par ollision non prise en ompte dans le
modele numerique.
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Chapitre 7
Couplage des modeles
7.1 Introdution
Nous allons presenter dans e hapitre, une tentative de ouplage des 2
modeles preedants. Le but sera de modier les potentiels du satellite lors
de l'allumage du propulseur. Des travaux ont deja ete eetue pour tenter
de resoudre le pro^bleme ouple. Par exemple, nous reiterons les travaux du
RIAME de Mosou [27℄, qui utilisent un modele de propulseur pour lequele les
eets de harge d'espae sont negligees. Nous pourrons aussi iter les travaux
de J. Wang et D.E. Brinza [37℄ qui ont raisonne a potentiel de satellite xe.
7.1.1 But
Dans les deux hapitres preedents, nous avons derit le meanisme de
harge en environnement magnetospherique et l'expansion du jet de plasma
d'un propulseur a eet Hall de type SPT . Pour haun d'entre eux, nous
avons propose un modele physique et numerique permettant de les alu-
ler. Dans le but de omprendre l'inuene de la propulsion plasmique sur
la harge eletrostatique d'un satellite nous devons don oupler es deux
modeles. C'est l'objet de e hapitre qui fera fortement referene aux deux
preedents.
7.1.2 Strategie
Dans un premier temps, le satellite est harge par la magnetosphere. A un
temps note T
a
le propulseur est allume, nous pourrons hoisir pour elui-i,
le temps auquel l'equilibre est atteint. Des ions lents vont e^tre attires par
le satellite et reer des ourants sur elui-i pour ainsi modier sa arte de
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potentiels. Pour les temps inferieurs a T
a
, nous utiliseront le modele et l'al-
gorithme de resolution presentee en 5 sans auune modiation. Au temps
T
a
, nous beneions alors d'une arte de potentiel sur le satellite. Nous al-
ulerons alors a T
a
l'expansion du jet de plasma en utilisant le modele et
l'algorithme de resolution presente en 6. Nous l'utilisons en gelant les poten-
tiels sur le satellite pour fournir une ondition limite sur son bord de Dirihlet.
Une fois la plume alulee nous avons a notre disposition les ourants ini-
dents provenant du propulseur. Nous devrons alors trouver la nouvelle arte
de potentiel visant a annuler le ourant total reu par le satellite.
7.2 Approximation numerique
Les approximations numeriques utilisees pour le ouplage font fortement
referene aux 2 hapitres preedents, nous presenterons ii uniquement les
speiites apportees par le ouplage des 2 modeles.
7.2.1 Magnetosphere
Nous sommes ii a des temps inferieurs a T
a
, le propulseur etant eteint
seul la partie orrespondant a la magnetosphere joue un ro^le. Auun ouplage
n'est neessaire et ette setion fait entierement referene au hapitre 5. Au
temps T
a
nous arrivons a une arte de potentiel su^r le satellite donne par :
(T
a
; x) = 
T
a
(x)8x 2  
v
ou  
v
est la surfae exterieure au satellite, soit si l'on reprend les notations
de 2.1.3  
v
=  
d v
[ 
 v
. Les ourants provenant de la magnetosphere, reues
sur les surfaes seront notees J
i
pour les ions et J
e
pour les eletrons.
7.2.2 Propulseur SPT   100
Au temps T
a
, les potentiels sont onnus en surfae du satellite. Dans un
premier temps, nous alulons l'etat stationnaire de la plume ompte tenu
de ette arte de potentiel. Nous utilisons diretement l'algorithme derit au
hapitre 6 en n'utilisant qu'une seule iteration de l'algorithme de Newton.
Nous avons vu que des surfaes du satellite reevaient un ourant d'ions
lents que nous noterons J
lent
i
. De plus, ompte tenu de la presene d'eletrons
maxwelliens dans le jet du propulseur, un ourant d'eletrons est aussi present
sur ertaines surfaes, il est alors de la forme :
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=  en
ref
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kT
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e
2m
e
exp

e((x)  
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  d)
kT
SPT
e

Pour modier la harge eletrostatique du satellite nous devrons integrer
es ourants. Pour e faire, nous herherons a equilibrer le ourant total
reu. C'est l'objet de la setion suivante.
7.2.3 Calul des potentiels
Pour equilibrer le ourant total reu nous allons onstruire un algorithme
pseudo-stationnaire onstruit autour de l'equation de Laplae presente en
2.2.2 que nous donnons diretement sous forme adimensionnee, pour le me^me
dimensionnement :
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ave
J
ext
= J
e
+ J
i
+ (J
SPT
e
+ J
lent
i
)
T
SPT
T
le parametre
T
SPT
T
provient des dierenes d'adimensionnement entre les
equations de la magnetosphere et elle du propulseur.
Ces equations seront resolues de maniere analogue qu'au hapitre 6.
Neanmoins, a haque iteration en temps, nous devons realuler la plume
en refaisant une iteration de Newton. Les ourants provenant de la magnetosphere
devront aussi e^tre realules. Le ourant J
ext
pourra alors e^tre realule ainsi
qu'une nouvelle arte de potentiel. En reiterant plusieurs fois nous pourrons
atteindre un nouvel equilibre du^ a la presene de la plume.
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7.2.4 Algorithme general
Nous donnons ii l'algorithme general de alul.
t < T
a
 Initialisation.
! Assemblage de la matrie de masseA
h
:
! Fatorisation de elle-i par Choleski.
! 
0
= 0 en haque noeud.
! Calul de E
0
:
! Calul des ourants J
ext
.
! Assemblage du seond membre du systeme : 
0
+
t
B
h
(
0
)
 Iteration en temps.









! Calul de 
n+1
en inversant les systeme triangulaire.
! Calul de E
n+1
:
! Calul des ourants magnetospheriques J
ext
.
! Assemblage du seond membre du systeme : 
n
+
t
B
h
(
n
)
t  T
a
 Iteration en temps.




































! Calul des densite d'ions rapides:
! Calul des densite d'ions lents:
! Denition de la zone neutre:
 Iteration de Newton.









! Assemblage de la matrie de masse (A
h
 B
0
(
p
hi
k
)):
! Fatorisation de elle-i par Choleski.
! Assemblage du seond membre du systeme : B(
k
)  B
0
(
k
):
k
! Calul de 
k+1
:
! Calul des ourants magnetospheriques.
! Calul des ourants issus du propulseur J
ext
.
! Assemblage de la matrie de masse A
h
:
! Fatorisation de elle-i par Choleski.
! Assemblage du seond membre du systeme : 
n
+
t
B
h
(
n
)
! Calul de 
n+1
:
! Calul de E
n+1
:
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7.3 Resultats numeriques
Nous donnons ii, le resultat obtenu pour un satellite ylindrique ompose
essentiellement de dieletrique. Celui-i est plonge dans un plasma neutre de
densite n
0
= 1e6m
 3
et de temperature kT
e
= kT
i
= 10keV .
Le propulseur est allume a partir d'un temps T
a
prohe de l'equilibre.
Nous donnons la ourbe du potentiel absolu (potentiel du onduteur parfait
relativement a l'inni) en fontion du temps :
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Nous onstatons une neutralisation du potentiel absolu important et tres
rapide. Nous onstatons un potentiel absolu d'equilibre de l'ordre de 40kV , e
qui est beauoup trop important pour e^tre aeptable. Nous devons don sou-
lever ii un point important, la quantite de ourant d'ions et d'eletrons pro-
venant du propulseur depend fortement du potentiel plasma de la plume re-
lativement au potentiel des surfaes. Don du hoix du potentiel de referene

ref
. Dans e modele, elui-i a ete hoisi a 40V + 
ond
. Les ourants
dependent don fortement de es 40V qui restent onstants. L'unique moyen
d'equilibrer le phenomene de neutralisation provient alors des eletrons de la
magnetosphere. Pour equilibrer le ourant d'ions lents par un ourant pro-
venant de la magnetosphere nous devons avoir une valeur de potentiel de
l'ordre de quelques fois la temperature du plasma magnetospherique. Celle-i
etant de 12keV la valeur trouvee est raisonnable ompte tenu du modele.
Nous rappelons qu'auune desription du a^blage eletrique du propulseur
n'a ete onstruite. Ce modele permettrait de relier le potentiel du ondu-
teur aux ourants reus provenant du propulseur. Ii, le modele de plume
du propulseur SPT appara^t trop fortement omme une soure exterieure au
satellite.
Chapitre 8
Conlusion
La presene d'un plasma entourant un satellite engendre des phenomenes
de harge eletrostatique sur elui-i. Un satellite evoluant en orbite geosta-
tionnaire est entoure par un plasma de type de magnetospherique, peu dense
et haud. La presene de elui-i va don entra^ner des eets sur la harge
eletrostatique. L'utilisation d'un propulseur eletrique a eet Hall vient mo-
dier le plasma et don es eets. Nous avons herhe au ours de ette
etude a simuler la prise de harge eletrostatique d'un satellite en orbite
geostationnaire ainsi que l'inuene de la proposition eletrique sur elle-i.
Pour haun des deux environnements plasmiques, nous avons du^ etudier
leur physique et onstruire un modele mathematique et numerique. Le but a
ete d'evaluer l'inuene de la propulsion eletrique sur la harge eletrostatique
d'un satellite.
Cette these est deomposee en plusieurs parties. Nous avons ommene
par derire la physique des phenomenes plasmiques pouvant inuener la
harge eletrostatique d'un satellite. Nous y avons extrait les grandeurs a-
rateristiques physiques permettant de dimensionner notre probleme. Nous
avons introduit les modeles mathematiques bases sur le systeme de Vlasov-
Poisson. Ces equations ont ete adimensionnees et simpliees en onsequene,
ei pour le as de la magnetosphere et pour le as du propulseur SPT 100.
Par la suite, nous avons eu besoin de fournir des ordres de grandeurs
physiques et des as tests de validations pour haun des deux plasmas.
Pour le as du plasma magnetospherique, nous ont etudie dierents modeles
dans un adre unidimensionnel et introduit des modeles unidimensionnels
bases sur les equations de Vlasov-Poisson. Les as traites sont des as stri-
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tement unidimensionnels et des as spheriques ramenes au adre unidimen-
sionnel. Pour l'un d'entre eux nous avons demontre un resultat mathematique
d'existene. Nous avons aussi introduit un modele dierent pour la des-
ription du plasma par une approhe uide : le systeme d'Euler isotherme-
Poisson. Ce type de modele plus eloigne de la realite physique a ete aban-
donne par la suite.
Pour le as du propulseur, nous avons eetue des mesures experimentales
permettant de arateriser le plasma issu d'un moteur de type SPT   50.
Renfores par es resultats, nous avons developpe des modeles bidimen-
sionnels axi-symetriques pour haun des deux plasmas.
Pour le as du plasma magnetospherique, nous avons derit des methodes
permettant de resoudre l'equation de Laplae et de aluler les ourants de
partiules inidents aux surfaes. Pour l'equation de Laplae, nous avons uti-
lise une approximation elements nis volumiques ouples ave des elements
innis et ave prise en ompte des nes ouhes de dieletrique. Pour le al-
ul des ourants reus par les surfaes, nous avons utilise une methode de
arateristiques en remontant les trajetoires. Les resultats obtenus ont ete
fournis ainsi que des as de validation.
Pour le as du propulseur, nous avons derit des methodes permettant
de aluler l'expansion du jet de plasma issu d'un propulseur SPT. Nous
avons utilise une approximation partiulaire ( 'Partile in Cell' ) ave prise
en ompte des ollisions ave ehange de harge. Pour resoudre le potentiel
eletrostatique, dans une premiere zone, ou la neutralite peut e^tre imposee,
nous avons utilise une formule expliite. Dans une seonde zone ou l'hy-
pothese de neutralite n'est plus valable, nous avons utilise des elements nis
volumiques ave prise en ompte de la harge d'espae. De plus, pour traiter
les non-linearites imposees dans ette zone, nous avons utilise un algorithme
de Newton.
Finalement, nous avons ouple es deux modeles pour obtenir un modele
bidimensionnel et axi-symetrique permettant de aluler la harge eletro-
statique d'un satellite en milieu magnetospherique et l'inuene de la pro-
pulsion plasmique sur elle-i.
Dans l'objetif du ouplage, le ro^le du parametre permettant de relier le
potentiel plasma dans la plume du propulseur au potentiel de surfae n'a pu
e^tre suÆsamment etudie. La plume est apparue des lors omme une soure
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exterieure d'ions lents. L'etude d'un modele eletrique du a^blage du propul-
seur devra e^tre envisagee pour tenter de orriger ela.
Pour parfaire le modele nous rappelons que les eets de gaine aux sur-
faes ne sont pas suÆsamment pris en ompte. Pour le plasma reemis par les
surfaes, nous avons vu que elles-i engendraient un plasma froid qui risque
de rester loalise pres des surfaes. D'autre part, une attention partiuliere
devra e^tre apportee pour les gaines reees par la presene du plasma issu du
propulseur pres des surfaes. Enn, pour prendre en ompte des ongura-
tions plus realistes, un modele tridimensionnel devra e^tre envisage.
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